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Hopfield-Netze

Ein Hopfield-Netz ist ein neuronales Netz mit einem Graphen G = (U, C), das die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Uhidden — Q); Uin — Uout = U;
(i) C=UxU —{(u,u) |ueU}.

In einem Hopfield-Netz sind alle Neuronen sowohl Eingabe- als auch Ausgabeneu-
ronen.

Es gibt keine versteckten Neuronen.
Jedes Neuron erhélt seine Eingaben von allen anderen Neuronen.

Ein Neuron ist nicht mit sich selbst verbunden.
Die Verbindungsgewichte sind symmetrisch, d.h.
Vu,v € U,u # v : Wyy = Woy.
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Hopfield-Netze

Die Netzeingabefunktion jedes Neurons ist die gewichtete Summe der Ausgaben aller
anderen Neuronen, d.h.

velU—{u}

Die Aktivierungsfunktion jedes Neurons ist eine Sprungfunktion, d.h.

1, falls nety > 0y,

a —1, sonst.

Vu e U : f(gt)(netu, 0y) = {
Die Ausgabefunktion jedes Neurons ist die Identitét, d.h.

Vu e U : f(u)(actu) = acty, .

out
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Hopfield-Netze

Alternative Aktivierungsfunktion

1, falls nety >0,
VueU: £ mety, 0, acty) ={ —1, falls ety <,
acty, falls nety, =20.

Diese Aktivierungsfunktion bietet einige Vorteile bei der spéateren physikalischen In-
terpretation eines Hopfield-Netzes. Diese wird allerdings in der Vorlesung nicht weiter
genutzt.

Allgemeine Gewichtsmatrix eines Hopfield-Netzes

W = .wulu2 O T .wu2un
K Wyqu, Wuquy, --- U )
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Hopfield-Netze: Beispiele

Sehr einfaches Hopfield-Netz

U
1 (0) Y1
1( )1
2 (0) Yo

U2

I
N

0 1
1 0

Das Verhalten eines Hopfield-Netzes kann von der Update-Reihenfolge abhéngen.

Die Berechnungen konnen oszillieren, wenn Neuronen synchron aktualisiert wer-

den.

Die Berechnung konvergiert immer, wenn die Neuronen asynchron in fester Rei-

henfolge aktualisiert werden.
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Hopfield-Netze: Beispiele

Parallele Aktualisierung der Neuronenaktivierungen

Eingabephase | —1 1
Arbeitsphase 1| -1

—1 1
1| -1
—1 1
1| -1
—1 1

Die Berechnungen oszillieren, kein stabiler Zustand wird erreicht.

Die Ausgabe hingt davon ab, wann die Berechnung abgebrochen wird.

=~
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Hopfield-Netze: Beispiele

Sequentielle Aktualisierung der Neuronenaktivierungen

uj u
Eingabephase | —1 1 Eingabephase
Arbeitsphase 1 1 Arbeitsphase
1 1
1 1
1 1
Aktivierungsreihenfolge uy, uo, uy, ... bzw. u9, uy, uy, ...

Unabhéngig von der Reihenfolge wird ein stabiler Zustand erreicht.

Welcher Zustand stabil ist, hdangt von der Reihenfolge ab.
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Hopfield-Netze: Beispiele

Vereinfachte Darstellung eines Hopfield-Netzes

L1

Y1

1< >1 2 . @\
9 @ Y9 9 @u2 W =
2 1< >1 . @/

Y3

Symmetrische Verbindungen zwischen Neuronen werden kombiniert.

Eingaben und Ausgaben werden nicht explizit dargestellt.

Rudolf Kruse Neuronale Netze

O — O

—_ O =

S = Do



Hopfield-Netze: Zustandsgraph

Graph der Aktivierungen und Uberginge
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+ /- Aktivierung der Neuronen:
+ entspricht +1, — entspricht —1

Pteile: geben die Neuronen an, deren
Aktualisierung zu dem jeweiligen Zu-
standsiibergang fiihrt

grau unterlegte Zustande: stabile
Zustande

beliebige Aktualisierungsreihenfolgen
ablesbar

(Zustandsgraph zum Netz auf der vorherigen Folie und Erlauterung)
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Hopfield-Netze: Konvergenz der Berechnungen

Konvergenztheorem: Wenn die Aktivierungen der Neuronen eines Hopfield-Netzes
asynchron (sequentiell) durchgefiihrt werden, wird ein stabiler Zustand nach einer end-
lichen Anzahl von Schritten erreicht.

Wenn die Neuronen zyklisch in einer beliebigen, aber festen Reihenfolge durchlaufen
werden, sind hochstens n-2" Schritte (Aktualisierungen einzelner Neuronen) notwendig,
wobei n die Anzahl der Neuronen im Netz ist.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe einer Energiefunktion.

Die Energiefunktion eines Hopfield-Netzes mit n Neuronen wuy, ..., uy ist
1 — — - —
E = —3 actTWact +60 Tact
1

= —— Z Wy acty acty + Z 0., acty, .
u,veU, u#v uel
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Hopfield-Netze: Konvergenz

Man betrachte die Energiedinderung die aus einer aktivierungsindernden Aktualisie-
rung entsteht:

AE = glew) _ plold) > wyy act&new) acty +6y actgleW))

veU—{u}
— (= Z Wy actq(fld) acty +0y actg)ld) )
veU—{u}
— <act?(fld) — act&ﬂew)) ( Z Wy acty —0y,).
vel —{u}
— Ijlretu
net,, < 6,,: Zweiter Faktor kleiner als 0.
%Lnew) (old) .
acty, = —1 and act,, ’ = 1, daher erster Faktor grofer als 0.
Ergebnis: AE < 0.
net,, > 6, Zweiter Faktor gréfer als oder gleich 0.
act&new) — 1 und actqud) = —1, daher erster Faktor kleiner als 0.

Ergebnis: AE < 0.
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Hopfield-Netze: Konvergenz

Ho6chstens n - 2" Schritte bis zur Konvergenz:
die beliebige, aber feste Reihenfolge sorgt dafiir, dass alle Neuronen zyklisch durch-
laufen und neuberechnet werden
o a) es andert sich keine Aktivierung — ein stabiler Zustand wurde erreicht
o b) es andert sich mindestens eine Aktivierung: dann wurde damit mindestens
einer der 2" moglichen Aktivierungszustinde ausgeschlossen.

Ein einmal verlassener Zustand kann nicht wieder erreicht werden (siehe vorherige

Folien).

D.h. nach spétestens 2" Durchldufen durch die n Neuronen ist ein stabiler Zustand
erreicht.
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Hopfield-Netze: Beispiele

Ordne die Zustinde im Graphen entsprechend ihrer Energie

E /\
C— D

Energiefunktion fiir das Beispiel-Hopfield-Netz:

E = — acty acty, —2actyy actyy — acty, acty; .
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Hopfield-Netze: Beispiele

Der Zustandsgraph muss nicht symmetrisch sein
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Hopfield-Netze: Physikalische Interpretation

Physikalische Interpretation: Magnetismus

Fin Hopfield-Netz kann als (mikroskopisches) Modell von Magnetismus gesehen werden
(sogenanntes Ising-Modell, [Ising 1925]).

Rudolf Kruse

physikalisch neuronal

Atom Neuron
Magnetisches Moment (Spin) Aktivierungszustand
Starke des auleren Magnetfeldes Schwellenwert
Magnetische Kopplung der Atome Verbindungsgewichte
Hamilton-Operator des Magnetfeldes Energiefunktion

Neuronale Netze

16



Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Idee: Nutze stabile Zustinde, um Muster zu speichern

(1) (1)

Zuerst: Speichere nur ein Muster £ = (actull, L ,actuln)T e{-1,1}"n>2,

d.h. finde Gewichte, so dass der Zustand ein stabiler Zustand wird.

Notwendige und hinreichende Bedingung:

—

S(Wz—0)="7,
wobel
S : RTL — {_17 1}”)
r — U
mit
| o 1, fallsz; >0,
\V/ZE{ly"'?n}' yz_{ —17 sonst.
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Falls 6 = 0, dann kann eine passende Matrix W leicht berechnet werden. Es reicht
eine Matrix W zu finden mit

WZ=c¥ mitceR".
Algebraisch: Finde eine Matrix W die einen positiven Eigenwert in Bezug auf ¥ hat.
Waéhle
W=zl - E
wobei ZZ 1 das sogenannte duBere Produkt von # mit sich selbst ist.

Mit dieser Matrix erhalten wir

N N .
Wi = (7% ):1:—@%; = r(x'7) -7
= =|Z |?=n
= n¥—o¢ = (n—1)7.

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Hebb’sche Lernregel [Hebb 1949

In einzelnen Gewichten aufgeschrieben lautet die Berechnung der Gewichtsmatrix wie
folgt:

0, falls u =,

Wy = 1, fallsu # v, act&p ) = actfg)),

—1, sonst.

Urspriinglich von biologischer Analogie abgeleitet.

Verstarkt Verbindungen zwischen Neuronen, die zur selben Zeit aktiv sind.

Diese Lernregel speichert auch das Komplement des Musters:

Mit  WZ=(n—-1) ist daher auch  W(=Z) = (n — 1)(—%).
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Speichern mehrerer Muster

Wahle

m m
W:l_fj = szfj = (Z<f2sz>f]> —mEfj
1=1 )

1=1 Tg
=1
= T
= Ti(Z; Z;) | —mZ,
1=1

Wenn die Muster orthogonal sind, gilt
T~ _ ) 0, falls @ #7,
i = { n, falls =7,

und daher

ij = (n — m)fj
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Speichern mehrerer Muster
Ergebnis: So lange m < n, ist &' ein stabiler Zustand des Hopfield-Netzes.

Man beachte, dass die Komplemente der Muster ebenfalls gespeichert werden.

Mit ~ WZ; = (n—m)Z;  ist daher auch ~ W(-Z;) = (n —m)(—7}).

Aber: die Speicherkapazitit ist verglichen mit der Anzahl moglicher Zustdnde sehr
klein (2M).
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Nicht-orthogonale Muster:

Wi = (n—m)7; + > @& 7).

“Storterm”

pj kann trotzdem stabil sein, wenn n—m > 0 gilt und der “Storterm” hinreichend
klein ist.

Dieser Fall tritt ein, wenn die Muster “anndhernd” orthogonal sind.

Je grofier die Zahl der zu speichernden Muster ist, desto kleiner mufl der Storterm
seln.

Die theoretische Maximalkapazitat eines Hopfield-Netzes wird praktisch nie er-
reicht.
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Assoziativspeicher: Beispiel

Beispiel: Speichere Muster & = (+1,+1, =1, —=1) " und & = (=1,41,—1,+1) ".

W =W, + Wy =27 +Zfl —2E
wobel

(0 1 -1 —1) (0 -1 1 —1)

1 0 -1 -1 ~1 0 -1 1

Wi=l oo 1|0 W21 00 o
\ -1 -1 1 0 \ -1 1 -1 0

Die vollstandige Gewichtsmatrix ist:

[0 0 0 —2)
0O 0 —2 0
0 -2 0 0
\ -2 0 0 0 )

W —

Daher ist
Wz = (42,42, -2,-2)  wd Wz = (=2,42,-2,42) .

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Beispiel: Speichere Bitmaps von Zahlen

Links: Bitmaps, die im Hopfield-Netz gespeichert sind.

Rechts: Rekonstruktion eines Musters aus einer zufélligen Eingabe.



Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Trainieren eines Hopfield-Netzes mit der Delta-Regel

Notwendige Bedingung, dass ein Muster ¥ einem stabilen Zustand entspricht:

s(0 + Wy g actf&p; + . Wy, actgzl) — Oyy) = act&pl),
S(Wyguy act&pl) +0 + . Wy, actgz,? — Ouy) = actg;),
Ss(Wuyuy act&pl) + Wy, ug actf(f;) +...+0 —Oy,) = actgg .

mit der standardméfBigen Schwellenwertfunktion

(z) = 1, falls x>0,
)= —1, sonst.
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Trainieren eines Hopfield-Netzes mit der Delta-Regel

Uberfiihre Gewichtsmatrix in einen Gewichtsvektor:

w = < wU1U27 wU1U37 Tty wuluna
Wuogugy -5 Wuguy,
_QU]_’ _9/1,[/27 o e ey _Hun ).

Konstruiere Eingabevektoren fiir ein Schwellenwertelement

%=(act?, 0,0, act®, . act? 0,1, 0,...,0 )
n — 2 Nullen n — 2 Nullen

Wende die Deltaregel auf diesen Gewichtsvektor und die Eingabevektoren an, bis sich
Konvergenz einstellt.
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Nutze Energieminimierung, um Optimierungsprobleme zu l6sen

Allgemeine Vorgehensweise:

e Transformiere die zu optimierende Funktion in eine zu minimierende.

e Transformiere Funktion in die Form einer Energiefunktion eines Hopfield-Netzes.
e Lies die Gewichte und Schwellenwerte der Energiefunktion ab.

e Konstruiere das zugehorige Hopfield-Netz.

e Initialisiere das Hopfield-Netz zufillig und aktualisiere es solange, bis sich Konver-
genz einstellt.

e Lies die Losung aus dem erreichten stabilen Zustand ab.

e Wiederhole mehrmals und nutze die beste gefundene Losung.
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Hopfield-Netze: Aktivierungstransformation

Ein Hopfield-Netz kann entweder mit Aktivierungen —1 und 1 oder mit Aktivierungen
0 and 1 definiert werden. Die Netze konnen ineinander umgewandelt werden.

Von acty, € {—1,1} in acty, € {0, 1}:

0 —

Wyy = 2Wyy und
0 _ _
O = 04+ D wy
velU—{u}
Von acty, € {0,1} in acty,, € {—1,1}:
1
Wyy = §w2v und
1
— 0 0
O, = bu— 2 Z Way
velU—{u}
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Kombinationslemma: Gegeben seien zwel Hogqﬁeld—Netze auf derselben Menge U

(1) )

Neuronen mit Gewichten wyy, Schwellenwerten QUZ und Energiefunktionen

1 . .
E;, = —3 Z Z wf% acty, acty + Z 9&2) acty,
uel velU—{u} uelU

1 = 1,2. Weiterhin sei a,b € IR. Dann ist £ = aF| + bE> die Ener(gi)efunkti(o)n des
1 2

Hopfield-Netzes auf den Neuronen in U das die Gewichte wyy = awqyy + bwyy und
die Schwellenwerte 6, = aﬁg) + b@g) hat.

Beweis: Einfach Berechnungen durchfiihren.

[dee: Zusétzliche Bedingungen konnen separat formuliert und spéter mit einbezogen
werden.
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Beispiel: Problem des Handlungsreisenden
(TSP — Traveling Salesman Problem)

Idee: Stelle Tour durch Matrix dar.

Nt
B—O X

Ein Element m;; der Matrix ist 1 wenn die i-te Stadt im j-ten Schritt besucht wird

und 0 sonst.

Stadt
3 4
0 0)
1 0
0 1
00 )

Schritt

=W o=

_ O O O o

Jeder Matrixeintrag wird durch ein Neuron reprasentiert.

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Minimierung der Tourlange

n mn n
Ey= 3 > > djjy My M mod n)+1.jy
J1=1j2=11=1

Doppelsumme iiber die benétigten Schritte (Index 4):

Ey = Z Z djljz ) 5(2'1 mod n)+1,ip ~ Miygy ~ Miggas
(/I;17j1>€{17°'°7n}2 (227]2)6{17...777/}2

1, falls a=0b,
5ab - {

0, sonst.

wobel

Symmetrische Version der Energiefunktion:
1
Ev=—5 2. i Oymod nj+1int iy (iymod n)+1) - Mgy~ Mgy
(i1,j) {1, )
(i27j2)6{17"'7n}2

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Zusatzliche Bedingungen, die erfiillt werden miissen:

e Jede Stadt wird in genau einem Schritt der Tour besucht:

n
VjE{l,...,’n}i Zmijzla
1=1

d.h. jede Spalte der Matrix enthéalt genau eine 1.

e In jedem Schritt der Tour wird genau eine Stadt besucht:
n

ViE{l,...,n}: Zmi]’:L
7=1

d.h. jede Zeile der Matrix enthalt genau eine 1.

Diese Bedingungen werden erfiillt durch zusétzlich zu optimierende Funktionen.

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Formalisierung der ersten Bedingung als Minimierungsproblem:

1=1

((Z mZU) (En: mizi) - Qimij ™ 1)

J
non

n n
= D Mg — 23 ) mij+n.

mli=1ip=1 j=1i=1

n 2 n
(Zmz]) _QZmij‘|‘1
1=1

M= 1M

S|
—_

ﬂx

Doppelsumme iiber benétigte Stadte (Index 7):

Fo = > > 0fyjo * Tiyjy * Mgy — 2 ) Mij-

(i1,51)€{1,....,n}2 (i9,j9)€{1,...,n}2 (i,5)€{1,....,n}?

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Sich ergebende Energiefunktion:

By = —2 > —20j1 o - My - Migjo + D —2my;
(i1,71)€{1,...n}? (i,7)e{1,....,n}2
(ig,j2>€{1,...,n}2

Die zweite zuséatzliche Bedingung wird analog gehandhabt:

By =—5 ) —20iyiy My jy * Mgy + )3 —2mj.
(i1,71)€{1,...n}? (1,7)e{1,....n}2
(ig,j2)€{1,....n}*

Kombinieren der Energiefunktionen:

C
= — > 2 max dj

E =alh +bEy + clEjs wobei —
o= a” " (upel..np

1J2°

Rudolf Kruse Neuronale Netze 34



Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Aus der resultierenden Energiefunktionen konnen wir die Gewichte

Wliy,g1)(ig,52) — fadjlj? (9(iy mod n)+1,i5+ 9y, (i3mod n)+1) _2b6j1j21\_265i1i2j

7\

von Eq von Eo von Es
und die Schwellenwerte:

(9(-

Z,j) = —2<b‘|‘C)

=  0Oa —20  —2c¢
—~ =~ =~
von Fq von E> von Ej
ablesen.

Problem: die zuféllige Initialisierung und die Aktualisierung bis zur Konvergenz fiithren
nicht immer zu einer Matrix, die tatsachlich eine Tour repréasentiert, geschweige denn
eine optimale Tour.
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Hopfield-Netze: Lokale Optima

Grund fiir die Schwierigkeiten von Hopfield-Netzen zur Losung von Optimierungspro-
blemen: Verfahren kann in einem lokalen Minimum der Energiefunktion hdngenbleiben.

Dieses Problem tritt auch bei anderen Optimierungsmethoden auf. So liegt es nahe,
Losungsideen, die fiir andere Optimierungsmethoden entwickelt wurden, auf Hopfield-
Netze zu iibertragen, z.B. das sogenannte stmulierte Ausgliihen.

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Simuliertes Ausglithen [Metropolis 1953, Kirkpatrick 1983]

Kann als Erweiterung des Zufalls- und f
Gradientenaufstiegs gesehen werden,
die ein Hangenbleiben vermeidet.

Idee: Uberginge von niedrigeren zu
hoheren (lokalen) Maxima sollen wahr- /
scheinlicher sein als umgekehrt. S

Prinzip des simulierten Ausgliihens:

e Zufillige Varianten der aktuellen Losung werden erzeugt.
e DBessere Losungen werden immer iibernommen.

e Schlechtere Losungen werden mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
ibernommen, die abhangt von

o der Qualitatsdifferenz der aktuellen und der neuen Losung und

o einem Temperaturparameter, der im Laufe der Zeit verringert wird.
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Simuliertes Ausgliihen

Motivation: (Minimierung statt Maximierung)

Physikalische Minimierung der Energie (genauer: der Atomgitterenergie), wenn
ein erhitztes Stiick Metall langsam abgekiihlt wird.

Dieser Prozess wird Ausglithen (engl.: annealing) genannt. Er dient dazu, ein
Metall weicher zu machen, indem innere Spannungen und Instabilitdten aufgeho-
ben werden, um es dann leichter bearbeiten zu konnen.

Alternative Motivation: (ebenfalls Minimierung)

Eine Kugel rollt auf einer unregelmafig gewellten Oberflache.
Die zu minimierende Funktion ist die potentielle Energie der Kugel.

Am Anfang hat die Kugel eine gewisse kinetische Energie, die es ihr erlaubt,
Anstiege zu iiberwinden. Durch Reibung sinkt die Energie der Kugel, sodass sie
schliefllich in einem Tal zur Ruhe kommt.

Achtung: Es gibt keine Garantie, dass das globale Optimum gefunden wird.

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Simuliertes Ausgliihen

1. Wiéhle einen (zufilligen) Startpunkt sp € S.

2. Wihle einen Punkt s’ € S ,in der Nihe“ des aktuellen Punktes s;.
(z.B. durch zufillige, aber nicht zu grofe Verdnderung von s;)

3. Setze

S falls £(s') > f(s;).
Af
Si+1 =19 s mit Wahrscheinlichkeit p = e #T,

s; mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,

sonst.

\

Af = f(s;) — f(s)  Qualititsverringerung der Losung
k= A finax (Schétzung der) Spannweite der Funktionswerte
T Temperaturparameter; wird im Laufe der Zeit gesenkt

4. Wiederhole Schritte 2 und 3, bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist.

Fiir kleine T geht das Verfahren nahezu in einen Zufallsaufstieg iiber.

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Hopfield-Netze: Simuliertes Ausgliihen

Anwendung des simulierten Ausgliithens auf Hopfield-Netze ist simpel:

e zufillige Initialisierung der Aktivierungen

e Neuronen des Hopfield-Netzes werden durchlauten (z.B. in zufélliger Reihenfolge)
und es wird bestimmt, ob eine Anderung ihrer Aktivierung zu einer Verringerung
der Energie fiihrt oder nicht.

o Aktivierungsanderung, die die Energie vermindert, wird immer ausgefiihrt. Eine
die Energie erhohende Anderung wird nur mit einer Wahrscheinlichkeit ausgefiihrt.

Man beachte, dass in diesem Fall einfach

1st.
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