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Radiale-Basisfunktionen-Netze

Eigenschaften von Radiale-Basisfunktionen-Netzen (RBF-Netzen)

RBF-Netze sind streng geschichtete, vorwartsbetriebene neuronale Netze mit ge-
nau einer versteckten Schicht.

Als Netzeingabe- und Aktivierungstunktion werden radiale Basisfunktionen ver-
wendet.

Jedes Neuron erhélt eine Art | Einzugsgebiet™.

Die Gewichte der Verbindungen von der Eingabeschicht zu einem Neuron geben
das Zentrum an.
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Radiale-Basisfunktionen-Netze

Ein radiale-Basisfunktionen-Netz (RBF-Netz) ist ein neuronales Netz
mit einem Graph G = (U, C), das die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Uin M Uout — ®a
(ii) C = (U X Upigden) Y C",  C" C (Upigden X Uout)

Die Netzeingabefunktion jedes versteckten Neurons ist eine Abstandsfunktion
zwischen dem Eingabevektor und dem Gewichtsvektor, d.h.

net (u_;% 1516) — d(u_jw i;lu),

Vu € Upiqden :

wobei d : R" x R" — IR(J)r eine Funktion ist, die VT, v, 2 € R" : erfiillt:

(i) d(E, ) = (g, D (Symmetric),
(242) d(Z,2) < d(Z,9)+d(y,Z)  (Dreiecksungleichung).
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Abstandsfunktionen

Veranschaulichung von Abstandsfunktionen

mn
dp.(Z,7) = (Z s — yi|k>
i1

Bekannte Spezialfille dieser Familie sind:

k=1: Manhattan-Abstand |

k=2: Euklidischer Abstand,
k — oo : Maximum-Abstand, d.h. doo(Z, ¥) = max?_{|z; — y.

1
k

g e g
- - o

(alle Punkte auf dem Kreis bzw. den Vierecken haben denselben Abstand zum Mittel-
punkt, entsprechend der jeweiligen Abstandsfunktion)
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Radiale-Basisfunktionen-Netze

Die Netzeingabefunktion der Ausgabeneuronen ist die gewichtete Summe ihrer Einga-

ben, d.h.

Uu — 7 - .
Vu € Ugyt : fr(let) (W, ing,) = Wying = Z Woyp OULy .
vepred (u)

Die Aktivierungsfunktion jedes versteckten Neurons ist eine sogenannte radiale Funk-
tion, d.h. eine monoton fallende Funktion

f:Rg —[0,1] mit f0)=1 und lim f(z)=0.
Die Aktivierungsfunktion jedes Ausgabeneurons ist eine lineare Funktion

act (netu, eu) — netu _eu

(Die lineare Aktivierungsfunktion ist wichtig fiir die Initialisierung.)
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Radiale Aktivierungsfunktionen

Rechteckfunktion:
0, falls net > o,
sonst.

fact(neta 0) — {

1

1,

net

Kosinus bis Null:
0,

falls net > 20,

fact(net7 0) — { cos(%net)—i—l

, sonst.

net
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Dreiecksfunktion:
0, falls net > o,
Jact(net, ) = { 1 — 2 sonst.
1 .
net
0 o

Gauflsche Funktion:

net
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Beispiele

Radiale-Basisfunktionen-Netz fiir die Konjunktion x| A x9

A
X1 O 1- o @
\1~ 1 Y L2

o7 .

L2

Radiale Funktion ist hier Rechtecks- Fiir (21, 22) = (0.8,0.9)

funktion mit Zentrum (1,1) d((1.0,1.0),(0.8,0.9)) < 3
und Referenzradius o = 5 V(L0 =0, 8) +(1.0—09) <

v0.014 < 1 5 gilt

= RBF- Neuron feuert
y=1-1-0=1
= Ausgabeneuron feuert

Euklidischer Abstand d(w, ) < o
Biaswert 0 im Ausgabeneuron
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Beispiele

Radiale-Basisfunktionen-Netz fiir die Konjunktion x| A x9

TS -
/

Radiale Funktion ist hier Rechtecks-

funktion mit Zentrum (0,0)

und Referenzradius o = g

Euklidischer Abstand d(w, ) < o
Biaswert —1 im Ausgabeneuron
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Fiir (1, x2) = (0.8,0.9)

4((0.0,0.0, (0.8,0.9)) < ¢

\/(00—08) + (0.0 —0.9)2 <
V145 < 8 > gilt nicht
= RBF- Neuron feuert nicht

y=0-(=1)—(=1) = 1

= Ausgabeneuron feuert

Neuronale Netze
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Beispiele

Radiale-Basisfunktionen-Netz fiir die Biimplikation x; <> 29
Idee: logische Zerlegung

T1 4> Ty = <$1 A 332) V —.(3;1 V $2)

. e (o)
€T
>< v 2@
0 - O

—c o —A
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Funktionsapproximation

tY Y4 tY Y4
Y3 Y3
Yo Yo

Y1 Y1
xr xr
£ a4y @3 14 N
e !
s Y3
e Y2
o Y1

Annéaherung der Originalfunktion durch Stufenfunktionen, deren Stufen durch einzelne
Neuronen eines RBF-Netzes dargestellt werden kénnen (vgl. MLPs).
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Funktionsapproximation

fro

1
T —»O @—» Yy
Xy Y4

Ein RBF-Netz, das die Treppenfunktion von der vorherigen Folie bzw. die stiickweise
lineare Funktion der folgenden Folie berechnet (dazu muss nur die Aktivierungsfunktion
der versteckten Neuronen gedndert werden).

IOQROBRONSO

Az = §(wig) — ;)

DO —

o =
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Funktionsapproximation

Y4 Y4
Y3 Y3
Y2 Y2
Y1 Y1
24 X
T, Ty T3 1y Ty Ty T3 1Ty
5 T~ Y4
5 T T~ Y3
b T~ Y2
b T~ Y1

Darstellung einer stiickweise linearen Funktion durch eine gewichtete Summe von Drei-
ecksfunktionen mit Zentren x;.

Rudolf Kruse, Christoph Doell Neuronale Netze

13



Radiale-Basisfunktionen-Netze: Funktionsapproximation

VY
2 2
1 14
X
0 T T T T T T T > 0
2 4 V
—1- — 14

O O =

Annéaherung einer Funktion durch eine Summe von Gaufikurven mit Radius o = 1.
Es ist wy = 2, wy = 3 und wy = —2.
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Funktionsapproximation

RBF-Netz fiir eine Summe dreier Gauf3funktionen

VAN
N

X

—>y
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Training von RBF-Netzen
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Initialisierung

Sei Lgoq = {11, - - -, I} eine feste Lernaufgabe,
bestehend aus m Trainingsbeispielen [ = (7 (l), g0 ).

Einfaches RBF-Netz:
Fin verstecktes Neuron vy, k = 1,...,m, fiir jedes Trainingsbeispiel

Vke{l,...,m}: by, =7

Falls die Aktivierungsfunktion die Gaufffunktion ist,
werden die Radien 0. nach einer Heuristik gewahlt

Vk e {l,...,m}: o). =

wobel
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Initialisierung

Initialisieren der Verbindungen von den versteckten zu den Ausgabe-
neuronen

m
Yu Z Wy, outq()l% —0, = oq(f ) oder (abgekiirzt) A - Wy, = 0y,
k=1
wobel 0y, = (og 1), L ,of,(j””‘))T der Vektor der gewiinschten Ausgaben ist, 6, = 0, und
( outq(}lll) Outq()lzl) . outq(}%) \
A — outq()lf) Outq()l;) . Outq()l%)
K outgam) outggn) . outq(Jlx) )

Ergebnis: Lineares Gleichungssystem, das durch Invertieren der Matrix A gelost werden
kann:

W, = A1 5,
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RBF-Netz-Initialisierung: Beispiel

Einfaches RBF-Netz fiir die Biimplikation z{ < x9

Ty | T2 Y 1
0101
L 1010 Y
0] 110
1|11 Z2
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RBF-Netz-Initialisierung: Beispiel

Einfaches RBF-Netz fiir die Biimplikation z{ < x9

—2

o2

( 1 e e 4 \
—2 —4 —2
e 1 e e _1
A. — A_ —
e 2 e 1 e 2
K et 72 72 1 )
wobel
D=1—4e 4 4668 —4e 12 p 16
a= 1 —2 *4e8
b =—e 242 010
c= e P2 8412
fate) |
_ 1 2b
Wy, = A Oy = 5 oh
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RBF-Netz-Initialisierung: Beispiel

Einfaches RBF-Netz fiir die Biimplikation z{ < x9

einzelne Basisfunktion alle Basisfunktionen

Die Initialisierung fiithrt bereits zu einer perfekten Losung der Lernaufgabe.

Weiteres Trainieren ist nicht notwendig.
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Initialisierung

Normale Radiale-Basisfunktionen-Netze:
Waihle Teilmenge von k Trainingsbeispielen als Zentren aus.

( 1 outgl1> Outngl> . outq()l]? \
A=l 1 outgjl12> outg,g2> e outg]? A
\ 1 outgjlfl) outq(ém) L outgkm) )

Berechne (Moore-Penrose)-Pseudoinverse:
AT=(ATA)"IAT,
Die Gewichte kénnen dann durch

Wy=A" -5, =A"A)TIAT . 5,
berechnet werden.
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RBF-Netz-Initialisierung: Beispiel

Normales RBF-Netz fiir die Biimplikation x| < 29

Wihle zwei Trainingsbeispiele aus:
i =@M, 5") = ((0,0), (1)
=", 5 W) = ((1,1), (1)

b/ —1>@ w1
S
2 0 N~

X

X
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RBF-Netz-Initialisierung: Beispiel

Normales RBF-Netz fiir die Biimplikation x| < 29

QO O &

(11 e )
1 e? e + TAV-1AT
A — 1 —9 6_2 A — (A A) A —
\1 et 1
wobel
a ~ —0.1810, b~ 0.6810,
c~ 1.1781, d ~ —0.6688, e ~ (0.1594.
Gewichte:
—0 —0.3620
Wy=| w | =AT.0,~ 1.3375
wo 1.3375
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RBF-Netz-Initialisierung: Beispiel

Normales RBF-Netz fiir die Biimplikation x| < 29

pact

basis function (0,0) basis function (1,1)

Die Initialisierung fiithrt bereits zu einer perfekten Losung der Lernaufgabe.

Dies ist Zufall, da das lineare Gleichungssystem wegen linear abhangiger Gleichun-
gen nicht iberbestimmt ist.
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Initialisierung

Bestimmung passender Zentren fiir die RBF's

Ein Ansatz: k-means-Clustering

1. Wahle k£ zufallig ausgewahlte Trainingsbeispiele als Zentren.
2. Weise jedem Zentrum die am néchsten liegenden Trainingsbeispiele zu.

3. Berechne neue Zentren als Schwerpunkt der dem Zentrum zugewiesenen Trainings-
beispiele.

4. Wiederhole Schritte 2 und 3 bis zur Konvergenz,
d.h. bis sich die Zentren nicht mehr andern.

5. Nutze die sich ergebenden Zentren fiir die Gewichtsvektoren der versteckten Neu-
ronen.

Alternativer Ansatz: Lernende Vektorquantisierung (Details: néchste Vorlesung)
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Training

Training von RBF-Netzen:
Herleitung der Update-Regeln ist analog zu der fiir MLPs.

Gewichte von den versteckten zu den Ausgabeneuronen.

Gradient:

[
deyy (1) (1) = (1)

6“7@6&1) — — _2<0u - Outu )lﬁu 3

Gewichtsanderungsregel:
i) = 1595 o)~ aof])— ) )

(Zwei weitere Lernraten sind notwendig fiir die Positionen der Zentren und der Radien.)
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Training

Training von RBF-Netzen:
Zentren: (Gewichte von Eingabe- zu versteckten Neuronen).

Gradient:
: ) (1) 5 (D)
V/U—jve(o — ge_) _ _2 Z (OgD . Outgl)>wsua OUtZJD @netv
W sesuce(v) Onety’ 0wy

Gewichtséanderungsregel:

[ [
Aw?(f) — _ﬂﬁw o) — o Z (ogl) B out@)wsvaout?(})anet?(’)

sesuce(v) 0 netq()l) 0wy,
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Training

Training von RBF-Netzen:
Zentren: (Gewichte von Eingabe- zu versteckten Neuronen).

Spezialfall: Euklidischer Abstand

(1) n -3
ol (3w -5
v 1=1

Spezialfall: Gaufische Aktivierungsfunktion

()

net())’ O
8OUt?(Jl) _ (‘9fact(net§)l),av) 0 _@ netgjl) _—( t )

= = e
0 netgjl) 0 net?(}l) 0 netgjl) Ty
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Training

Training von RBF-Netzen:
Radien der radialen Basistunktionen.

Gradient: 0 0
dell (1) (1) O outy,
don -2 > (0g" —outy )wey 9o,

sesucc(v)

Gewichtsédnderungsregel:

l n dell) I l (9out1()l)
Aaz()) = —52 Jo =12 SES%(U) (Og) — outg>)wsv P

Spezialfall: Gauflsche Aktivierungsfunktion

c‘?out(l) o _M (netq()l))2 _M

2 2
" — T ¢ 205 = 5 e 207
Ooy, doy, oy
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Verallgemeinerung

Verallgemeinerung der Abstandsfunktion

Idee: Benutze anisotrope (richtungsabhéngige) Abstandsfunktion.
Beispiel: Mahalanobis-Abstand

d(Z,5) =\ (Z—§) TS YZ - 7).

Beispiel: Biimplikation

L] O % 1—“ o)
\ 1 To
O———()——v N ]
X / 9 8
U (1) o]
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Radiale-Basisfunktionen-Netze: Anwendung

Vorteile
e cinfache Feedforward-Architektur

e leichte Anpassbarkeit

e daher schnelle Optimierung und Berechnung

Anwendung
e kontinuierlich laufende Prozesse, die schnelle Anpassung erfordern

e Approximierung
e Mustererkennung

e Regelungstechnik

im Folgenden: Beispiel aus [Schwenker et al. 2001]
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Beispiel: Erkennung von handgeschriebenen Ziffern

Datensatz: 20.000 handgeschriebene Ziffern (2.000 Beispiele pro Klasse)
normiert in Héhe und Breite, dargestellt durch 16x 16 Grauwerte G;; € {0, ..., 255}
Daten stammen vom EU-Projekt StatLog [Michie et al. 1994]
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Beispiel: Ergebnisse mit RBF-Netzen

10.000 Trainingsbeispiele und 10.000 Testbeispiele (je 1.000 Beispiele pro Klasse)
Trainingsdaten fiir Erlernen der Klassifikatoren, Testdaten zur Evaluierung

[nitialisierung mittels k-means-Clustering mit 200 Prototypen (20 pro Klasse)

Methode | Erklarung Testgenauigkeit
C4.5 Entscheidungsbaum 91.12%
RBF k-means fir RBF-Zentren 96.94%
MLP eine versteckte Schicht mit 200 Neuronen | 97.59%

hier: Median der Testgenauigkeiten von drei Trainings- und Testdurchlaufen
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Beispiel: k-means-Cluster zur RBF-Initialisierung

dargestellt: die 60 Cluster-Zentren der Ziffern nach k-means-Clustering
fiir jede Ziffer kK = 6, wobei Algorithmus stets separat lief

Zentren wurden initialisiert durch zufallig gewéhlte Beispiele der Trainingsdaten
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Beispiel: gefundene RBF-Zentren nach 3 Durchlaufen

dargestellt: die 60 RBF-Zentren der Ziffern nach 3 Riickpropagationsphasen des
RBF-Netzes

kaum Unterschiede zu k-means erkennbar, aber. . .

Rudolf Kruse, Christoph Doell Neuronale Netze
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Beispiel: Vergleich von £-means und RBF-Netz

d-I—H%' EEEEnEEE

5 N Fereaage
e T

hier: Euklidischer Abstand der 60 RBF-Zentren vor und nach dem Training

Zentren sind so nach Klassen sortiert, dass ersten 6 Spalten/Zeilen die Ziffer 0
reprasentieren, nachsten 6 Spalten/Zeilen die Ziffer 1, usw.

Abstéinde kodiert als Grauwerte: je kleiner der Abstand, desto dunkler

Links: viele kleine Abstande zw. Zentren unterschiedlicher Klassen (z.B. 2-3 oder
8-9)

Diese kleinen Abstiande fithren oft zu Fehlklassifikationen

Rechts: nach dem Training lassen sich keine kleinen Abstéinde mehr finden
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