10. Resolution und Prolog

Prof. Dr. Rudolf Kruse

University of Magdeburg
Faculty of Computer Science
Magdeburg, Germany
rudolf.kruse @cs.uni-magdeburg.de




Resolventenprinzip und Prolog

B Betrachtung formaler Ansitze zur Wissensmodellierung und
Problemlosung

B Einsatzgebiete z.B. automatische Beweiser, Beschreibungen in der
Robotik

B Im Folgenden u.a.:
® Aussagenkalkiil
+ Resolutionsregel / Resolventenverfahren
¢ Horn-Klauseln
® Pridikatenkalkiil
¢ Unifikation

+ Resolution
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Aussagenkalkiil (propositional calculus)

10.1 Begriffsbildung

Atome: Bat_OK, Liftable, Moves, ...

Literale sind entweder Atome (positive Literale) oder negierte Atome (negative
Literale): Bat_OK, —Bat_OK, Liftable, —Liftable, Moves, —Moves, ...

Klauseln sind Disjunktionen von Literalen (als Abkiirzung von L, v L, v .. Vv L
wird {L,.... L, } verwendet):

® (Bat_OK A Liftable) = Moves

® Hquivalent zu: ~Bat_OK v —Liftable v Moves

® iquivalent zu: {—Bat_OK, —Liftable, Moves}
NIL dq {} 4q F (Wert immer falsch)

n
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10.2 Satz (Resolutionsregel)

B (, und C, seien Klauseln und A ein Atom. Dann kann man aus {1} U C, und {— 4}
U C, schliefen, dass C, U C, gilt. C, U C, hei3t Resolvente.

B Beweis:
A 19 & atue, {=Atuc, |cuc i)
: 2 : 2 ({ﬁ/l}u Cz):> (C1 UCz)
wol owo | ow W W w W
wo| ow f W f w W
W f | w W w W w
w f f W f f W
f | w | w W W w W
f | w f W W w W
f f | w f W w W
f f f f W f W @
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10.3 Beispiele

RVP,—|P\/Q
a) steht fir (RVP,—PvQ)=RyQ

Rv O
manchmal (Rv P,—Pv Q) SRV O

Dieses Prinzip heil3t wegen (—. R=PAP=> Q) = —-R=0
auch Verkettung.

b) p_ryp ,dieses Beweisschema ist der Modus

(RA(R=P)=P

¢) PYOVRVS,2PvOVW  (taucht nur einmal auf
OVRvVSVW

p Ponens

d) l l l l
PvOv—R,PvWv—=0OvR PvOv—aR,PvWv—a(QVR
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Pv—=RvRvW PvQOvWwWyv—=0
PvW st keine Resolvente
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Korrektheit und Vollstandigkeit

®: Formelmenge

¢: einzelne Formel

Jfolgt aus” oder
Jfolgt semantisch aus®

>

Vollstandigkeit

(FOr Resolution
im Folgenden)

FOr alle Belegungen der
4« Variablen far die @ qilt, gilt
auch ¢. (Wahrheitstafel!)

Korrektheit

(FOr Resolution
siehe Satz 10.2)

D0

,ist ableitbar aus” oder _ _
Jfolgt syntaktisch aus" o Syntaktische Mani-
(mit der Regelmenge R)

pulation der Formeln
mit gegebenen
Schlussregeln R |\

St
<
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10.6 Bemerkung

Resolution ist korrekt, aber Resolution ist nicht vollstindig:

PAREPVR jedoch kann aus {P, R }nichts mit dem Resolutionsverfahren
geschlossen werden.

Ausweg: Wir zeigen, dass 1P, R} und—{P v R}Widerspriichlich sind (das kann
man mit dem Resolutions-verfahren leicht zeigen):
—|(P V R ) dq —P A—R | also ist die Klauselmenge

insgesamt {_IP,_IR,P,R} . Mit res(—uP,P)z NIL = Fz{ }

erhilt man jedoch eine leere Klauselmenge und somit F.

Also muss das Gegenteil PARE= PV R gelten.
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Widerlegungsvollstandigkeit

>

Widerlegungs-
vollstandigkeit

— ¢

PUL=Q} 1)

B Die Resolutionsregel ist nicht vollstindig, aber widerlegungsvollstandig

(Beweis sehr komplex).

B Durch die Umformung vergroffert man die Menge der moglichen

Schliisse.

B Deshalb werden meist Widerspruchsbeweise gefiihrt.
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Umwandlung in Klauseln

10.4 Satz. Jede Aussage (well formed formula, wif) kann man in eine
aquivalente Konjunktion von Klauseln umformen.

Anmerkung: Resolutionsregel fithrt nicht aus der Menge der Klauseln
heraus!

10.5 Beispiel. (typische Vorgehensweise)

Gegeben: _I(P — Q)\/ (R — P )

a) Implikation beseitigen: —|(—|P \ Q) \ (_IR v P )

b) Negation zu den Atomen bringen: ( P A— Q) v (—| Ry P)
(de Morgansche Regeln, —,...)

¢) Konjunktive Normalform erzeugen:

(P \Y —IR) A (_IQ VR v P) (Distr., Assoz.,...)

d) Klauselform erzeugen:

{(Pv—=R),(=QVv—RvV P)}

E
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10.7 Beweis mit Resolutionsverfahren

Seien A eine Menge von Aussagen und o eine Aussage.
Frage: Gilt A Fo (d.h. folgt ® aus A)?

Beweisprozedur:

Schritt 1: Konvertiere A in (konjunktive) Menge von Klauseln

Schritt 2: Konvertiere —® in Klauselform

Schritt 3: Vereinige die Klauselmengen aus Schritt 1 und Schritt 2 in der
Klauselmenge I

Schritt 4: Wende das Resolutionsprinzip auf die Klauseln in
I" an und fuge die Ergebnisse zu I" hinzu, bis die
leere Klausel (der Widerspruch) erzeugt ist oder
keine neuen Klauseln erzeugt werden konnen.
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10.7 Beweis mit Resolventenverfahren

Anmerkungen:

Das Verfahren ist (widerlegungs-)vollstindig:
Gilt A=, dann wird die leere Klausel auch erzeugt.

Das Verfahren ist auch entscheidbar:
Ist IAl < oo und gilt A = nicht, so terminiert das Verfahren.

EURO
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10.8 Beispiel

A = {BAT_OK, —-MOVES, BAT_OK A LIFTABLE = MOVES}
® = —=LIFTABLE 4

Wissen: Falls die Batterie des Roboters OK ist
und der Block nicht zu schwer ist, dann kann
Frage: AE® ? der Arm des Roboters den Block hochheben.

a) Semantische Losung: Mit Wahrheitstabellen nachweisen

b) Syntaktische Losung: Mit der obigen Beweisprozedur:
Klauselmengen:

A ={BAT_OK, -MOVES,

—BAT_OK v —LIFTABLE v MOVES}
— = {LIFTABLE}

I'=Au-o

EURO
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10.8 Beispiel

Widerspruchsbeweis durch Resolventenbildung:

LIFTABLE  _BAT OK v —LIFTABLE v MOVES

—~BAT OK v MOVES —MOVES

—BAT OK BAT_OK

Anmerkung: Diese Beweise las$tin sich gut automatisieren (Theorem-
Beweiser, Maschinelles Beweisen) — siehe Internet fiir Programme.

13
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10.9 Suchstrategien in Widerlegungsbaumen

Problem:
Welche Resolvente wird zuerst gebildet um NIL schnell zu finden?

a) Tiefensuche; Breitensuche; Klauselmengen der Klauseln mit nur einem
Literal bevorzugen (unit clause strategy)

b)  Verfeinerte Strategien wie set of support, linear input, ancestering filtering
werden in Theorembeweisern fiir effiziente Implementierung verwendet

EURO
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Horn-Klauseln

10.10 Definition. Eine Horn-Klausel ist eine Klausel, die
hochstens ein positives Literal enthalt.

10.11 Beispiel.
a) P,—lp\/Q,—lP\/—lQ\/R,—lP\/—lR

b) Es gibt 3 Typen von Horn-Klauseln:
— P (Fakt)
BAP AP, -0 (Regel)
PBAP — (Ziel, Antrage)

10.12 Bemerkung. Es gibt schnelle Deduktionsalgorithmen (in linearer
Zeit) fiir Horn-Klauseln, deswegen werden (falls moglich) Horn
Klauseln verwendet. (Horn-Klauseln haben keine Disjunktionen

positiver Literale!)
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Pradikatenkalkiil (predicate calculus)

Anmerkung: Das Pradikatenkalkiil ermoglicht es Individuen zu definieren
(zu benennen) und ihnen Eigenschaften zuzuweisen. Dies ist im
Aussagenkalkiil nicht moglich.

Variable

10.13 Begriffsbildung
Terme: Vater_von(John); times(4, plus(3, 6)); Rolf; x; ...

Formeln:

Atomare Formel (Atom):
greater_than(7, 2); P(A,B,C,D); Q(x); ...
Zusammengesetzte Formel:
greater_than(7, 2) A less_than(14, 4) v
—brother(John, Sam) v P

Formeln mit Quantoren:

Vx (P(x) = 0(x)), 3x Vy (R(x, y))

EURO
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Pradikatenkalkiil

Klauseln (Beispiel):

Im Folgenden ist die Funktion . eine Abbildung I X I — I, wobei I Menge der
Individuen ist (append operator).

(liste([1) A VX VL: (liste(L) = liste(.(X, L)))) = liste(.(a,[]))

Kann man auch als Programm schreiben:

= liste([]) (Fakten)
liste( L) = liste(.( X, L)) (Regeln)
liste(.(a,[])) = (Anfragen)

(Die Formel ist allgemeingiiltig, das Programm beweist die Allgemeingiiltigkeit.)

@
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Pradikatenkalkiil

Resolventen:

Werden wie im Aussagenkalkiil gebildet. Eine Besonderheit ist die geeignete
Substitution von freien Variablen, damit die Resolventenbildung moglich ist:

P(f(y),A)vO(B,C), =P(x,A)v R(x,C)Vv S(A,B)
Ersetze x durch f(y), dann erhélt man als Resolvente

Q(B,C)v R(f(y),C)vS(A,B)




Unifikation

10.14 Unifikation. Unifikation nennt man das Finden einer geeigneten

Substitution um Atome ,,gleich* zu machen und somit die Resolution
anwenden zu konnen.

Beispiele von Substitutionen:

Klausel Substitution Ergebnis (Substitutionsinstanz)
PIX.f(»).B] s={zlx.wly}  Plz,f(w).B]

(alphabetische Variante)
PIX,f(y).B] s, ={Aly} Plx, f(4). B]
PIX.f(3).B] s;={g(z)lx.Aly} Plg(z). f(A).B]
PIX.f(».B] s,={Clx,Aly}  PlC,f(A)B]

(Grundinstanz)

Anmerkung: Sind mehrere Substitutionen in einer Menge
zusammengefasst werden alle gleichzeitig ausgefiihrt.

19
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Unifikation

Ist wein Ausdruck und s eine Substitution, so ist a¥ eine Substitutionsinstanz,

z. B. P(X,f()i),B)Sl — P(Z, f(W),B)

Substitutionen konnen auch hintereinander geschaltet werden:

sei - @w=P(x,y), s, =1fVlx}, s, ={Aly}

dann erhalt man:

(0 5,)s, = [P(f(3), M]s, = P(f(A), A)
=[PCy)f (A)xAly }= w(s,s,)
0(5,5,) = P(f(A),A) # P(f(y), A) = w(s,s,)

Anmerkung: Bei der Hintereinanderschaltung von Substitutionen wird die rechts
stehende Substitution zuniichst auf die links stehende angewandt. Es gilt Assoziativitiit.

20
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10.15 Unifizierbarkeit

Definition: Eine Menge { @,,... ,@,} von Ausdriicken heif3t unifizierbar
(verschmelzbar), wenn es eine Substitution s gibt, so dass @)s = @s = ... = @
gilt. s heiBt dann Unifizierer der Menge.

Die Menge {P(x, f(y),B),P(x, f(B), B)} kann man z.B. mit der

Substitution s={Alx,Bly} verschmelzen. Sie ist jedoch nicht die ,,einfachste*
Substitution, § '= {B | y} ist einfacher.

EURO

21 UzZzY



Unifizierbarkeit

Definition: Es sei A = {w,...,w,} eine Menge von Ausdriicken. Dann gilt:

g ist der allgemeinste Unifizierer von A &
(i) g ist Unifizierer von A

(ii) Ists Unifizierer von A, dann gibt es eine
Substitution s¢ mit As = Ags°.

Die von dem allgemeinsten Verschmelzer produzierte Instanz ist bis auf
alphabetische Varianten eindeutig.

EURO

22 UzZzY



Unifizierbarkeit

Anmerkung: Es gibt eine ganze Reihe von Algorithmen, um den allgemeinsten
Verschmelzer zu finden. Der Algorithmus aus [Chang und Lee, 1973] nutzt
Ausdriicke in Listenstruktur

—P(x, f(A, y)) entspricht (=P x(f A y))

sowie die Idee der Abweichungsmenge (disagreement set).

Beispiel:
{{Az},{y,B}} ist die Abweichungsmenge. Bei einer Implementierung bestimmt
man in der Regel die Abweichungen nacheinander, d.h. die erste bestimmte
Abweichung ist {A,z} und die Substitution somit {Alz}.

{(=Px(fAy)) (=Px(fzB))}

EURO
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10.16 Verschmelzungsalgorithmus

(I' Menge von Ausdriicken in Listenstruktur)

O k=01 =1,s, =¢

(II) Enthalt I', nur identische Ausdriicke (d.h. als Menge nur einen Term),
so ist s, allgemeinster Unifikator; Ende

(&leere Substitution)

(III) Man bestimme die Abweichungsmenge D, von I,

(IV) Falls es eine Variable v, in D, und einen Term ¢, in D, gibt, so dass v,
nicht in 7, vorkommt, so setze mit (V) fort. Andernfalls ist I" nicht
verschmelzbar.

V) S = S {tk v, }, L., =1, {tk | Vk} (Fk+1 = 1_‘Sk+1)
(VD k:=k+1
(VII) Fahre mit (II) fort

24
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Verschmelzungsalgorithmus

Beispiel:

Y r={pa.x f(g). p(z, £(), fFON}
sy =& s, =1alz}, T, ={p(a, x, f(g(M), p(a, f(a), f (W)}
s, ={alz, f(a)lx}, T, ={p(a, f(a), f(g(Y)), pa, f(a), f(V))}
s, ={alz, f(@)x, g(y)Iv}, T, =1{p(a, f(a), f(g(y)}

b) ist nicht unifizierbar!

[ =1{g(f(a), g(x)),q(y,y)}




10.17 Resolution im Pradikatenkalkiil

B %, 7 seien zwei Klauseln (Mengen von Literalen). Gibt es ein Atom ¢
(Relationskonstante der Ordnung n, die von n Termen gefolgt wird und
durch Kommata getrennt sind) in 7 und ein Literal ~yin ) derart,
dass pund yden allgemeinsten Verschmelzer u besitzen, so haben ¥, %
die Resolvente

o=y, —{e) Uy, —{—wDlu

B Dieses Verfahren ist korrekt und widerlegungsvollstindig.

B Um Variablenkollisionen zu vermeiden, benennen wir die Variablen
vorher so um, dass die Variablen in den Klauseln verschieden sind.

EURO
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Resolution im Pradikatenkalkiil

Beispiele:

Y {P(x).0(x,»)} und {=P(4).R(B,2)}
ergeben als Resolvente:

y  1Q(A.).R(B.2)]

{P(x,x),0(x),R(x)} und {=P(A,z),—Q(B)}
ergeben als Resolventen
{0(A),R(A),—0(B)} oder {P(B,B),R(B),—P(A,z)}

@
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10.18 Uberfiihrung in Klauselform

Uberfiithrung von Formeln in Klauselform:

Schritt 1: =, < eliminieren
F = G entspricht =F v G
F & Gentspricht F=>GAG=F

Schritt 2: Giiltigkeitsbereiche der Negationszeichen verkleinern.
Beispiel:
—(F v G) entspricht =F A =G
—(VX : F) entspricht X : —F

EURO
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Uberfiihrung in Klauselform

Schritt 3: Quantoren nach vorne ziehen
Im Folgenden:

Z. komme in A(X) und B(X) nicht vor
X komme in E nicht vor

0, Qp Q2 € {3,V}

Mogliche Umformungen:

))AE &quivalent OX :(A(X)AE)
(QX A(X))v E aquivalent 0X :(A(X)VE)
VX : A(X)AVX : B(X) aquivalent VX:(A(X)AB(X)
3X : A(X)v3X : B(X) aquivalent 3X:(A(X)v B(X))
0,(X): A(X)A0Q,(X): B(X) aquivalent 0 X:Q,Z:(A(X)AB
0,(X): A(X)v Q,(X): B(X) &quivalent Q X:0,Z:(A(X)v B

)




Uberfiihrung in Klauselform

Schritt 4: Den quantorenfreien Ausdruck als Konjunktion von Disjunktionen von
Literalen darstellen:

(AAB)v C aquivalent (AvC)A(BvC)
Av (BAC) aquivalent (Av B)A(Av C)




Uberfiihrung in Klauselform

Beispiel zu Schritt 4:

vX :vY:(3z:(p(X.Z2)v p(Y,Z2))= (3Z:¢(X,Y,2)))

aquivalent

VX :VY:(=(3Z:(p(X,Z)v p(Y,Z))v3Z:q(X.,Y,Z))

aquivalent

VX VY (VZ: (—p(X,Z)A—p(Y,Z))v3Z:g(X.,Y,Z))

aquivalent

VX :VY:VZ:3U :((—p(X,Z)A—p(Y,Z))v q(X.,Y,U))

aquivalent

VX :VY:VZ:3U :((—p(X.,Z)v q(X,Y.U))A(=p(X.,Z)v ¢(X,Y,U))

@
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Uberfiihrung in Klauselform

Schritt 5: Elimination der Existenzquantoren:

Q sei der am weitesten links stehende Existenzquantor in A:

B Wenn vor Q kein Allquantor steht, streiche (QX): aus A und ersetze X
durch Konstante, die nicht in A vorkommt

B Sind 0,Xs, ..., 0,,X,: alle Allquantoren die links von Q stehen, so wihlt
man ein Funktionssymbol f, das nicht in A vorkommt, definiert f als m-

stellige Funktion, und ersetzt jedes Vorkommen von X durch f(X,,..., X))
und streicht (0X): im Ausdruck A.

Anmerkung: f wird auch Skolemfunktion genannt. Die erhaltene Form
nennt sich auch Skolem-Normalform.

EURO
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Uberfiihrung in Klauselform

Schritt 6: Darstellung als Klauselmenge
VX :(A(X)AB(X)) &quivalent (VX : A(X)) A(VY: B(Y))

Beispiel: (siehe nachste Folie)

Einschub: Es gilt der folgende Satz:
Satz. A Aussage, S Klauselform von A :
a) A unerfiillbar < S unerfiillbar
b) A und S nicht notwendig dquivalent
Anmerkung: Fehlende Aquivalenz liegt an Skolem-Normalform:

Beispiel: P(a) v P(b) =3x P(x), aber i.A. gilt nicht P(a) v P(b) =P(s)
(Skolem-Konstante s).

EURO
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Uberfiihrung in Klauselform

Beispiel zu Schritt 6: (Fortsetzung von Beisp. zu Schritt 4)
Schritt 5 folgend wird U zunéichst durch f(X,Y,Z) ersetzt:

VX VY :VZ:(—p(X,Z)vq(X.,Y, (X,Y,Z))A
(p(r.Z)v q(X.Y, f(X.,Y.,Z)))
aquivalent
VX, VY 1 VZ, :(_'p(Xlazl)VQ(Xlaylaf(Xle’Zl)))/\
VX, :VY,:VZ, :(_'p(Yzazz)vQ(Xzayzaf(XzaYz’Zz)))
aquivalent
tw(X,.2) v q(X,.0, (XY, 2,)—p(V. Z,) v (X, Y, £ (X, 15, 2,))}
aquivalent
p(Xle):Q(X19Y17f(X19Y1>Z1)

p(%,.2,)= ¢(X,.Y,, £(X,.Y,.Z,) IS?
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10.19 Resolution in Theorem-Beweisern

Es werden Widerspruchsbeweise gefiihrt.
package(x) = xist Paket = P(x)
= I(x,y)

Beispiel:
a) : :
inroom(x, y) = xisteinRaum y
= S(x,y)

smaller(x,y) £ xistkleiner als y
b) Alle Pakete in Raum 27 sind kleiner als alle Pakete in Raum 28
— Vx Vy : ((package(x) A (package(y) A inroom(x,27)
A inroom(y,28)) = smaller(x,y)

—|P(x) Vv —|P( y) v—l (x,27) v—l ( V2 8) vS (x, y)

>
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Resolution in Theorem-Beweisern

Beispiel (Fortsetzung):

¢) Jedes Paket in Raum 27 ist kleiner als eines der Pakete in Raum 29:
2Vx:3y: (P(x)A P(y)AI(x,27) A I(v,29)= S(x, y))

Anmerkung: Vorsicht bei linguistischen Mehrdeutigkeiten, es konnte
auch gemeint gewesen sein:

dy: Vx(P(x) A P(y) A I(x,27) A I(y,29) — S(x, y))

Der Vorteil des PKI ist, dass es den Nutzer zwingt, solche
Mehrdeutigkeiten aufzulosen.




Resolution in Theorem-Beweisern

Beispiel (Fortsetzung):

d) Paket A ist in Raum 27 oder in Raum 28, Paket B ist in Raum 27, Paket B ist
nicht kleiner als Paket A:

P(A), P(B),1(A,27)v 1(A,28),1(B,27),—S(B, A)

e) Kann man aus den Eigenschaften b) und d) folgern, dass Paket A in Raum 27 ist?

B A S aP(x)v =P(y) v =1 (x.27)v =1 (1.28)v S(x. y)
P(A),P(B)
1(A,27)v 1(A,28),1(B.,27),
—S(B,A))
w= 1(A4,27)

A u{—w} wird zum Widerspruch gefiihrt :




Resolution in Theorem-Beweisern

—1(A,27) .\/ 1(A,27)v 1(A,28)
—|P(x) % —uP(y) v —ul(x,27)
H4.28) y/' V—i(28)v ()
—P(x)v=P(A)v —I(x,27) P(A)
v S(x,A)/
—P(x)v —I(x,27)v S(x, A).y/' P(B)
—I(B,27)v S(B, A) / 1(B,27)
S(B, A) / —S(B, A)
NIL

Widerlegung durch Resolu@
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Resolution in Theorem-Beweisern

Beispiel (Fortsetzung):

f) Kann man aus ¢) und d) herausfinden, in welchem Raum A ist?

Anfrage: du : I(A, I/l)

Losungsidee:
Es wird ein Antwortliteral Ans(u) eingefiihrt und dem Negat der Anfrage

beigefiigt: —] ( A, u) v Ans (u)

Dann wird die Resolution solange durchgefiihrt bis nur noch das Antwortliteral
iibrig bleibt.

EURO
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Resolution in Theorem-Beweisern

—I(A,u)v Ans(u) 1(A,27)v I(A,28)

{27| u
1(A,28)v A;%,/’j%x’) v =P(y)v—i(x,27)v

{Al y} —I(y,28)v S(x,y)

—P(x)v —P(A)v =1 (x.27) P(A)

v S(x,A)v Ans(27)
—P(x)v ﬁl(x,27)vai SE ,;x; (1) P(B)
)

2
—~1(B,27)v S(B, A)v Ans(27 1(B,27)

S(B,A)v Ans(27) —S(B, A)

1R

Ans(27)

@
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