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1 Einleitung

J.M. Keynes beginnt seinen bekannten Aufsatz ,, A Treatise on Probability“ mit dem Satz [4]:
,Part of our knowledge we obtain direkt; and part by argument.“ Uber den ersten Teil dieses
Satzes streiten sich zwar die Philosophen, doch iiber den zweiten ist man sich (weitgehend)
einig: Wir erlangen Wissen (auch) durch Argumente, d.h. durch Schluifolgerungen aus be-
kannten Tatsachen. In der Wissensverarbeitung mufl man sich daher u.a. mit Argumenten
und Schlufifolgerungsmechanismen befassen.



Sollen Argumente und Schlulfolgerungen der intersubjektiven Priifung und einer sorgfil-
tigen Analyse zugénglich gemacht werden, so miissen sie in einer Sprache formuliert werden.
Die verwendete Sprache mufl dazu eine bestimmte Struktur haben. Die Logik beschreibt nun
gerade diese Struktur argumentativer Sprachen.

Da offenbar alle natiirlichen Sprachen die notwendige Struktur besitzen, denn in allen
kann man argumentieren, orientiert sich der Aufbau der Logik an der Struktur natiirlicher
Sprachen. Aristoteles etwa, der Begriinder der klassischen Logik, orientierte sich an der grie-
chischen Sprache. Der Einfachheit halber werden wir uns an der deutschen Sprache orientie-
ren.

Man unterscheidet verschiedene (formale) Logiken danach, wie genau sie die Struktur
natiirlicher Sprachen wiedergeben, bzw. welche Aspekte dieser Struktur sie nachzubilden
versuchen. Wir betrachten hier nur die Aussagenlogik und die Pradikatenlogik (wobei erstere
als Einschrinkung der letzteren gesehen werden kann).

In der Aussagenlogik (die im folgenden als i.w. bekannt vorausgesetzt wird) beschiftigt
man sich — wie der Name schon sagt — mit Aussagen, d.h. mit Sétzen, die wahr oder falsch
sein konnen. Beispiele fiir Aussagen sind ,,Peter ist 180 cm gro8.“ oder ,,Der Mond besteht aus
grilnem Kise.“ Aussagen wie die vorstehenden werden als atomar (unteilbar) angesehen und
gewohnlich durch symbolische Variablen dargestellt, die die Werte wahr und falsch annehmen
konnen. Aus atomaren Aussagen kénnen, mit Hilfe sogenannter Konnektive oder Junktoren
wie z.B. Negation, Konjunktion, Disjunktion etc., komplexe Aussagen zusammengesetzt wer-
den. Beispiele sind ,, Wenn es nicht regnet, dann gehe ich spazieren.” und ,,Holz ist leichter
als Blei und Holz ist schwerer als Styropor.“ (Konnektive hervorgehoben). Die Aussagenlogik
beschreibt die Wahrheitsfunktionalitit zusammengesetzter Aussagen, d.h., sie beschreibt, wie
sich der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage zu den Wahrheitswerten der in ihr
auftretenden atomaren Aussagen verhélt.

Offenbar beschreibt die Aussagenlogik die Struktur natiirlicher Sprachen nur sehr grob, da
sie Aussagen ohne Konnektive als atomar ansieht. In einer natiirlichen Sprache bestehen aber
solche Aussagen aus mehreren Teilen, die in eine bestimmte Beziehung zueinander gesetzt
sind. Die Aussage ,,Rex ist schwarz.“ besteht z.B. aus drei Teilen, ndimlich dem Namen , Rex“,
der ein Individuum bezeichnet (wir wollen annehmen, dafl es sich um einen Hund handelt),
der Eigenschaft ,,schwarz“ und der Kopula ,,ist“, durch die die Eigenschaft dem Individuum
zugeschrieben wird. Andere ,,atomare® Aussagen sind noch komplizierter, z.B. ,, Alle Schwéne
sind wei3.“ oder ,Der Autor des ,Faust‘ starb 1832 in Weimar.“

Um diese innere Struktur von Aussagen wenigstens teilweise erfassen und in der Analyse
von Argumenten ausnutzen zu kénnen, benutzt man eine Verfeinerung der Aussagenlogik,
die sogenannte Prddikatenlogik. Sie modelliert durch Namen (,Rex*) bezeichnete Individuen
durch Konstanten, durch Kennzeichnungen bestimmte Individuen (,Der Autor des ,Faust‘“)
durch Funktionen, Eigenschaften (,,... ist schwarz*) und Relationen (,z schenkt y z“, etwa
,Peter schenkt Sabine eine Rose.“) durch Pridikate und All- und Existenzaussagen (,,Alle
Schwine ...“,  Es gibt ...“) durch sogenannte Quantoren.

Im folgenden geben wir einen formalen Aufbau der Pradikatenlogik erster Stufe (d.h. mit
Quantoren iiber Individuen aber nicht iiber Funktionen oder Prédikate) an, der im wesentli-
chen [3] folgt. Dieser Aufbau ist nicht didaktisch aufbereitet, sondern eher als Verzeichnis zum
Nachschlagen der Grundbegriffe gedacht. Verweise auf ausfiihrlichere Darstellungen enthélt
das Literaturverzeichnis. Der gewéhlte Aufbau ist auch nicht der einzig mogliche. An gege-
bener Stelle werden wir auf Alternativen hinweisen, erheben dabei jedoch keinen Anspruch
auf Vollsténdigkeit.



2 Syntax der Priadikatenlogik

In diesem Abschnitt definieren wir die formale Syntax der ,,Sprache®“ der Prédikatenlogik,
d.h., wir legen fest, wie die Sétze der Pridikatenlogik, Formeln genannt, gebildet werden.
AuBlerdem geben wir formale Mechanismen an, mit denen sich Formeln modifizieren und
andere Formeln erschlieflen lassen.

2.1 Zeichen

Zunichst legen wir die Zeichen (Symbole) fest, mit denen wir die Formeln der Priadikatenlogik
schreiben. Einen Teil dieser Zeichen fassen wir in einer Signatur zusammen.

Definition 1 (Signatur)
Eine Signatur ¥ ist ein Tripel ¥ = (©, A, II) bestehend aus drei disjunkten Symbolmengen

© ={AB,...} Menge der Sorten- bzw. Typsymbole
A={f:A x...x A, — Ap; Menge der Funktions- bzw. Operationssymbole
g:B1 x...x By — Bp;...} mitn,m,... Argumentsorten und einer Wertsorte
II={P:A; x...x Ap; Menge der Préadikatensymbole
Q:Bi X...XBp;...} mit n,m, ... Argumentsorten

Die Zahl n der Argumentsorten eines Funktions- bzw. Pridikatensymbols heifit auch seine
Stelligkeit, die Folge seiner Argumentsorten auch seine Sortigkeit, beide zusammen kurz seine
Aritt. O

Im folgenden nehmen wir stets eine Signatur ¥ und

Q={z.A,yB,...} Menge von Variablensymbolen mit Sorten
als gegeben an. Desweiteren bendtigen wir folgende Sonderzeichen:

- Negationszeichen () Klammern

V  Disjunktionszeichen ., Punkt und Komma

4 Existenzquantor

Damit sind alle (Grund-)Symbole gegeben, aus denen wir die Formeln der Pridikatenlogik
aufbauen. Wir werden aber im folgenden weitere Zeichen zur Abkiirzung bestimmter Zeichen-
folgen einfiihren, z.B. das Konjunktionszeichen A und den Allquantor V. In anderen Darstel-
lungen der Pridikatenlogik werden diese Abkiirzungen mitunter als Grundzeichen definiert.
Es entsteht dadurch kein wesentlicher Unterschied. Der Vorteil einer kleinen Menge von Son-
derzeichen besteht allerdings darin, dafl sich die folgenden Definitionen einfacher gestalten
lassen.

Oft wird die Sorte einer Variable nicht explizit zusammen mit dieser angegeben, oder es
wird nur eine Sorte verwendet (sortenlose Pridikatenlogik). Wird nur eine Sorte verwendet,
werden oft ,,Sortenpréidikate” eingefiihrt, um die ,,Anwendbarkeit“ einer Funktion oder ei-
nes Préadikates zu priifen. Dies fiihrt gewohnlich zu komplexeren Formeln fiir die gleichen
Aussagen und einer etwas anderen Semantik.!

!Beispiel: In einer Pridikatenlogik mit Sorten wire eine Formel, die den Satz ,, Der Mond ist eine gerade
Zahl* darstellt, sinnlos, da diese Formel nicht wohlgeformt ist (,Mond“ hat nicht die richtige Sorte, um als
Argument von ,,ist eine gerade Zahl“ auftreten zu kénnen). In einer sortenlosen Pridikatenlogik dagegen ist
eine entsprechende Formel sinnvoll (wohlgeformt), aber falsch.



2.2 Terme

Terme dienen, wie schon in der Einleitung bemerkt, zur Darstellung von Namen und Kenn-
zeichnungen. Sie sind die Argumente der Pradikate.

Definition 2 (Terme)
Die Menge 75 (Q2) der X-Terme mit Variablen aus 2 ist induktiv definiert durch:
(1) Jede Variable z.A ist ein Term der Sorte A.

(2) Sind t1.44,...,ty. Ay Terme und ist f : A3 X ... x A, — Ag ein Funktionssymbol, so
ist f(t1.41,...,tn.Ap).Ap ein Term der Sorte Ayp.

(3) Keine anderen Zeichenreihen sind Terme.

Ist Q = (), so schreiben wir auch einfach 7. O

2.3 Formeln

Formeln sind die ,,Sétze* der Priadikatenlogik. Sie bilden die Sétze natiirlicher Sprachen nach
(allerdings nur Aussagen, keine Fragen, Aufforderungen o.4.).

Definition 3 (Formeln)
Die Menge Fx(Q2) der X-Formeln mit Variablen aus (2 ist induktiv definiert durch:

(1) Sind t¢;.A1,...,t,. Ay Terme und ist P : Ay x ... x A, ein Priadikatensymbol, so ist
P(t1.Aq,...,ty.Ay) eine Formel.

(2) Sind ¢, @1, p2 Formeln und ist z.A eine Variable, so sind auch
(=¢),  (p1Ver)  und  (Fz.A:e)

Formeln.

(3) Keine anderen Zeichenreihen sind Formeln.

Ist Q = (), so schreiben wir auch einfach Fs. O
Bemerkungen:
e Manchmal verwendet man ein spezielles sortenunabhéngiges Pradikat ,,=“ zur Darstel-

lung der Gleichheit. Ein solches Pridikat erleichtert die Formalisierung natiirlichsprach-
licher Aussagen erheblich. Da es jedoch stets durch sortenspezifische Gleichheitspradi-
kate in II ersetzt werden kann, verzichten wir hier auf die Einfithrung eines solchen
Préadikates.

e Formeln geméf (1) heiflen auch atomare Formeln oder Atome.

e Ist ¢ eine atomare Formel, so heien ¢ und (—¢) auch Literale; und zwar ¢ positives
und (—¢) negatives Literal.

e Manchmal bezeichnet man auch alle Zeichenketten, die sich aus den oben angegebenen
Zeichen bilden lassen, als Formeln und die hier definierten als wohlgeformte Formeln
(WFF, well-formed formula). Dies erlaubt u.U. bessere Sprechweisen.



2.4

Konventionen

Zur Vereinfachung der Sprechweise und der Schreibweise pridikatenlogischer Formeln fithren
wir einige Konventionen ein.

2.5

Nullstellige Funktionssymbole heiflen auch Konstantensymbole oder kurz Konstante und
werden mit a.A,b.B, ... bezeichnet (statt a :— A,b:— B,...).

Konstantensymbole bilden auch Terme. Sie werden ebenfalls mit a.A,b.B, .. . bezeichnet
(statt a().A4,0().B,...).

Nullstellige Pradikatensymbole heiflen auch Aussagensymbole oder kurz Aussagen und
werden mit R, S, ... bezeichnet (statt R:, S :,...).

Aussagensymbole bilden auch Formeln. Sie werden ebenfalls mit R, S, ... bezeichnet
(statt R(),S(),...).

Die Wahrheitswerte W (wahr) und F' (falsch) sind ebenfalls (atomare) Formeln. Sie
konnen als spezielle nullstellige Priadikate aufgefafit, als elementare Formeln in der De-
finition 3 hinzugefiigt, oder als Abkiirzungen eingefiihrt werden, und zwar durch

W= (XV(-X)) ud F=(XA(=X)),

wobei X eine beliebige Aussage ist.

Weitere Formeln werden durch folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

(p1 Ap2) = (=((mp1) V (mp2))) Konjunktionszeichen
(p1 = p2) = ((mp1) Vp2) Implikationszeichen
(p1 = p2) = ((p1 = @2) A(p2 — ¢1)) Biimplikationszeichen
Vz.A:p) = (=(3x.A:(—y))) Allquantor

usw.

Die Zeichen =, V, A, —, <, etc. heiflen Konnektive oder Junktoren, die Zeichen 3 und
V heiflen Quantoren.

Enthilt eine Formel ¢ keine Quantoren, so heiflt sie quantorenfres.
Zur Vereinfachung der Formeln gelten die iiblichen ,, Klammereinsparungsregeln,“ die
folgende Rangfolge (Bindungsprioritéit) der Konnektive und Quantoren ausnutzen:

- = A = V = — = < = 3V

>~ ist als ,,bindet stérker als“ zu lesen.

Wenn keine Verwechslungen zu erwarten sind oder die Sorte keine Rolle spielt, werden
die Sortenangaben .A weggelassen.

Freie und gebundene Variablen

Variablen dienen als Platzhalter. Sie konnen durch Terme ersetzt werden. Doch i.a. sind
nicht alle Variablen einer Formel beliebig ersetzbar. In der Formel (Va : P(x)) kann beispiels-
weise die Variable z nicht durch einen beliebigen Term ersetzt werden, da z.B. (Vf(z,y) :
P(f(z,y))) nach unserer Definition keine Formel ist. Wir miissen daher die Variablen ei-
ner Formel, die beliebig ersetzt werden koénnen (freie Variablen), und die Variablen, die nur
umbenannt werden diirfen (gebundene Variablen) unterscheiden.



Definition 4 (freie und gebundene Variablen)
Freie und gebundene Variablen werden wieder induktiv definiert.
(1) Jede in einer atomaren Formel auftretende Variable ist dort frei.
(2) Ist ¢ eine Formel und ist die Variable x in ¢ frei, so ist x auch in (—y) frei.

(3) Sind ¢1 und @2 Formeln und ist  in mindestens einer dieser Formeln frei, so ist z auch
in (1 V) frei.
(4) Ist ¢ eine Formel und ist x in dieser Formel frei, so ist z in (3z : ¢) nicht frei, sondern
(durch 3) gebunden. O
Bemerkungen:

e (3x : p) heiBt der Existenzabschluff, (Vx : ¢) der Allabschluff von ¢ beziiglich x. Der
Abschlufl einer Formel ¢ nur mit Existenz- bzw. nur mit Allquantoren heifit Fzistenz-
bzw. Allabschluff von .

e Eine Formel ohne freie Variable heifit geschlossen.
e Eine geschlossene atomare Formel heiflit Grundformel.
e Ein Term ohne Variable heifit Grundterm.

e Mit var(t) bezeichnen wir die Menge der Variablen des Terms ¢, mit var(y) die Men-
ge der Variablen der Formel . Ist var(t) = () bzw. var(p) = 0, so heifit ¢ bzw. ¢
variablenfrei.

2.6 Substitutionen

Variablen dienen, wie erwahnt, als Platzhalter. Ggf. sollen sie durch Terme ersetzt werden.
Dazu brauchen wir einen formalen Mechanismus, die Substitution.

Definition 5 (Substitution)
Eine Abbildung o : Q — Tx(Q) heiit Substitution, falls die Variable z und ihr Bild o(z)
fiir alle 2 € Q die gleiche Sorte haben und ihr Wertebereich dom(c) = {z € Q | o(z) # =}
endlich ist. Fiir eine Substitution ¢ mit dom(o) = {z1,...,2,} und o(x;) = t;,1 < i < n,
schreiben wir

T xn}

o=x1—t1,..., Ty ty) oder a:[ =
ot

Bemerkungen und Konventionen:

e Fiir o(x) verwenden wir oft die Postfix-Notation zo.
e Mit [] bezeichnen wir die Identitit auf (.

e Mit var(o) = U,ecq var(o(x)) bezeichnen wir die Menge der Variablen im Bildbereich
einer Substitution o. Ist var(o) = 0, so heifit o Grundsubstitution.

e Falls 0 eine Permutation ist (d.h. injektiv und surjektiv), so heiit o Umbenennunyg.



Definition 6 (Fortsetzung einer Substitution)
Eine Substitution o wird nach dem folgenden Schema auf Terme, quantorenfreie Formeln und
Mengen quantorenfreier Formeln fortgesetzt:

o (f(tr, .. tn)) = f(o"(t1),...,0%(tn))
o"(P(ti,...,tn)) = P(c*(t1),...,0"(tn))
o (mp) = —(o%(¥))
o*(p1 V) = 0" (p1)Vor(p2)
o’ (@) = {o%(¢)|p €}

wobei f: A1 X ...x A, — Ap ein Funktionssymbol, P : Ay x ... x A, ein Priadikatensymbol,

t1,...,tn, Terme, @, p1, Y2 quantorenfreie Formeln und ® eine Menge quantorenfreier Formeln.
O
Bemerkungen:

e Fiir die Fortsetzung einer Substitution schreiben wir im folgenden ebenfalls einfach o
(statt o*).

e Die Komposition ot zweier Substitutionen (oder ihrer Fortsetzungen) o und 7 ist defi-
niert durch t(o7) = (o o7)(t) = 7(c(t)) (,erst o, dann 7).

e Wir haben die Fortsetzung einer Substitution nur fiir quantorenfreie Formeln definiert.
Diese Einschriankung ist jedoch nicht von Belang, da wir spédter nur mit bestimmten
Normalformen arbeiten werden, die quantorenfrei sind.

Definition 7 ((Grund-)Instanz)

Fiir jede Substitution o heifit o(t) Instanz des Terms ¢, o(¢) Instanz der quantorenfreien
Formel . Ist o(t) bzw. o(p) variablenfrei, so nennen wir o(t) bzw. o(y) Grundinstanz des
Terms t bzw. der quantorenfreien Formel ¢. Die Menge aller Grundinstanzen eines Terms ¢
bzw. einer quantorenfreien Formel ¢ bezeichnen wir mit grnd(¢) bzw. grnd(y). Grundinstan-
zen eines Terms ¢ bzw. der Formel ¢.

Lemma 1 (Eigenschaften von Substitutionen)
Fiir alle Substitutionen o, 7, 01, 02 und o3 sowie Terme ¢ gilt:

(1) o] =llo=0

(2) (to)T =t(oT) (das rechtfertigt die Schreibweise ,,to7%)

(3) (0102)03 = 01(0203) (Assoziativitét)

(4) Ist to = tr fiir alle t € Tx(Q2), dann gilt 7 = 0.

(5) Ist o7 = 0, so gilt? T|vare = [ lvar(o)- O

2f|a bezeichnet die Einschrinkung der Abbildung f : B — C auf die Teilmenge A C B des Definitionsbe-
reichs, wobel f|a(a) = f(a) fiir alle a € A gilt.



2.7 Ableitungen

Die Logik soll uns helfen, Schlufifolgerungen zu ziehen und Argumente zu analysieren. Wir
bendétigen daher Mechanismen, die es uns erlauben, aus gegebenen Formeln andere Formeln
abzuleiten (zu erschliefilen): Ableitungsregeln.

Definition 8 (Ableitungsregel, Anwendung von Regeln)
Seien @1, ..., @, sowie @ pradikatenlogische Formeln. Eine n-stellige Ableitungsregel mit den
Prdamissen 1, . .., @, und der Konklusion ¢ ist ein Schema (Regelschema, Argumentschema)
folgender Gestalt:
©1 e ®n
2
Ein Regelsystem R ist eine Menge von Ableitungsregeln.

Eine Ableitungsregel auf gegebene Formeln anwenden heifit, die Pramissen einer Instanz
des Regelschemas mit diesen Formeln zur Deckung zu bringen und daraus die Konklusion
(als entsprechende Instanz) zu erhalten. (Eine Instanz des Regelschemas erhélt man durch
Anwendung einer Substitution auf alle Formeln des Schemas.) Eine solche Regelanwendung
nennen wir einen Ableitungsschritt. a

Definition 9 (Ableitung, ableitbar)
Sei R ein Regelsystem, ® eine Formelmenge und ¢ eine Formel. Die Ableitung von ¢ mit R
aus @ ist induktiv definiert als eine Folge von Formeln:

(1) Fiir jedes ¢ € ® ist (¢) eine Ableitung von ¢ mit R aus P.

(2) Ist (¥1,...,%y) eine Ableitung von 1 mit R aus ® und R € R eine n-stellige Ab-
leitungsregel, so dal durch Anwendung von R auf die Formeln ¢1,...,p, € ® U
{11,...,¢r} die Konklusion ¢ entsteht. Dann ist (¢1,...,%k, ¢) eine Ableitung von
@ mit R aus P.

(3) Keine anderen Formelfolgen sind Ableitungen.

Gibt es eine Ableitung von ¢ mit R aus @, so heifit ¢ mit R aus @ ableitbar. Wir schreiben
in diesem Fall ® ¢ ¢. O

Nach dieser Definition sind alle Ableitungen endlich. Daher kann man sich bei Ableitbarkeits-
aussagen auf endliche Formelmengen beschrinken und Ableitbarkeitsbeweise durch Induktion
iiber den Aufbau der Ableitung fithren.

3 Semantik der Pradikatenlogik

Mit dem vorhergehenden Abschnitt haben wir die Syntar der Praddikatenlogik hinreichend
genau erklart; wir miissen nun noch festlegen, wie wir Terme und Formeln deuten wollen,
d.h. welche Semantik wir verwenden. Dazu interpretieren wir die syntaktischen Objekte aus
dem vorigen Abschnitt durch geeignete mathematische Begriffe, wie etwa Mengen und ihre
Elemente, Relationen oder Abbildungen.



3.1 Interpretation einer Signatur und Variablenbelegung

Zuerst miissen wir den Zeichen einer Signatur eine Bedeutung zuordnen.

Definition 10 (Interpretation)
Eine Interpretation einer Signatur ¥ = (0, A,II) ist eine X-Struktur
I(3) = (I1(©),I(A), I(IT)), wobei I mit

I(©)  jeder Sorte A eine Trégermenge I(A) (Individuen),

I(A)  jedem Funktionssymbol f: A x ... x A, — Ag
eine Funktion I(f): I(Ay) x ... x I(A;) — I(Ap) und

I(IT)  jedem Pridikatensymbol P : A; X ... x A,
ein Priadikat (oder: eine Relation) I(P): I(A41) X ... x I(A;) zuordnet. O

Variablen sind, wie bereits mehrfach erwihnt, Platzhalter und stehen daher fiir keinen be-
stimmten Wert. Zur Auswertung von Termen und zur Bestimmung der Giiltigkeit von For-
meln muf} ihnen aber ein bestimmter Wert zugewiesen werden.

Definition 11 (Variablenbelegung)
Eine Belegung (3 ordnet jeder Variablen z.A € () einen Wert 3(x.A) € I(A) zu. O

3.2 Auswertung von Termen

Nachdem allen Symbolen eine Bedeutung zugeordnet ist, konnen wir die Auswertung von
Termen unter einer Interpretation I beziiglich einer Variablenbelegung (§ betrachten.

Definition 12 (Termauswertung)
Fiir den Wert des Terms ¢ € 75;(€2) unter I beziiglich 8 schreiben wir [t]; ). Terme werden
nach dem folgenden induktiven Schema ausgewertet:

[z] (1,8 = f(x)
[ft, - t)las = LH(lap),--- [tadaeg) O

3.3 Giiltigkeit von Formeln

Schliellich betrachten wir die Giiltigkeit von Formeln ¢ € Py () unter einer Interpretation I
beziiglich einer Variablenbelegung (.

Definition 13 (Giiltigkeit von Formeln)

Wir schreiben (1, 3) = ¢, falls die Formel ¢ in der ¥-Struktur I beziiglich der Variablenbe-
legung 3 gilt, d.h. wahr ist. Die Giiltigkeit von Formeln wird nach dem folgenden induktiven
Schema bestimmt:

(IB) E Pty tn) gdw. ([t [talis) € I(P)

(I, 8) = (=¢) gdw. micht (1,0) = ¢

(1,8) = (o1 V ¢2) gdw. (I,8) | ¢1 oder (I, 8) = @2

(I,B) E Bz : ) gdw. es eine Belegung (3’ gibt, die sich von 3 nur im Wert
fiir x unterscheidet, so dafl (I,3) & ¢ gilt. O



3.4 Modelle und Theorien

Wir definieren nun einige allgemeinere Begriffe im Zusammenhang mit der Giiltigkeit von
Formeln, speziell den wichtigen Begriff des Modells.

Definition 14 (Giiltigkeit, Modell)

e Eine Formel ¢ (iiber einer Signatur X) gilt in einer 3-Struktur I genau dann, wenn der
Allabschlufl von ¢ in I gilt (oder dquivalent: wenn (I, 3) = ¢ fiir alle Belegungen [3).
Wir schreiben in diesem Fall I = ¢ und nennen I ein Modell von .

e Die X-Struktur I heifit Modell einer Formelmenge ® C Fx(Q2), wenn I Modell aller
Formeln ¢ € ® ist. Wir schreiben in diesem Fall I = ®. O
Definition 15 (Modellklasse, Theorie)

o Sei & C Fx(Q?) eine Formelmenge. Die Klasse der Modelle von ® ist
Mod(®) = {I | I |= ¢ fiir alle ¢ € ®}.

e Sei 7 eine Klasse von >-Strukturen. Die Theorie von Z ist die Menge
Th(Z) ={¢ | I | ¢ fiir alle [ € T}.

e Abschlufloperatoren:
®* = Th(Mod(®)) von @ erzeugte Theorie
Z* = Mod(Th(Z)) von T erzeugte Modellklasse

Definition 16 (Erfiillbarkeit)

e Eine Formel(menge) (zur Signatur X) heifit erfillbar, wenn sie ein Modell besitzt, an-
derenfalls unerfillbar oder widerspriichlich.

e Zwei Formel(menge)n heiflen erfillbarkeitsgleich, wenn entweder beide erfiillbar oder
beide unerfiillbar sind.

e Eine Formel ¢ heifit allgemeingiiltig oder eine Tautologie, wenn jede -Struktur I ein
Modell von ¢ ist. Wir schreiben in diesem Fall = ¢. O

3.5 Logisches Folgen

Auf den Definitionen des vorhergehenden Abschnitts baut der zentrale Begriff der Logik auf,
das logische Folgen.
Definition 17 (logisches Folgen, Aquivalenz)

e Eine Formel ¢ folgt (logisch) aus einer Formelmenge ® (geschrieben: ® |= ¢) genau
dann, wenn jedes Modell von ® auch Modell von ¢ ist.

e Eine Formelmenge W folgt aus ®, wenn alle Formeln ¢ € ¥ aus ¢ folgen.

e Folgen zwei Formel(menge)n wechselseitig auseinander, so heiflen sie dquivalent. O

Bemerkung: Manchmal definiert man auch: ® = ¢ gdw. fiir alle I und alle ( gilt: wenn fiir
alle p € ® C Px(Q) gilt, daB (I, 3) E v, so folgt (I,3) | ¢, d.h. alle Interpretationen I und
Belegungen (3, die alle Formeln in ® wahr machen, machen auch ¢ wahr.

Lemma 2 (Logisches Folgern durch Widerlegen)
Fiir eine Formelmenge ® und eine geschlossene Formel ¢ gilt:
®E=¢ gdw. @ U{-p} widerspriichlich. O
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4 Normierung der Syntax:
Gentzenformeln und die Schnittregel

Um eine uniiberschaubare Vielfalt von inhaltlich gleichwertigen, aber syntaktisch verschie-
denen Formeln zu vermeiden, beschrinkt man sich gerne auf gewisse Normalformen. Die
bekanntesten Vertreter sind die disjunktive und die konjunktive Normalform.

Definition 18 (disjunktive und konjunktive Normalform)
e Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie die Gestalt ¢1 V...V ¢,
hat, wobei alle ;, 1 < ¢ < n, Konjunktionen von Literalen sind.
e Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie die Gestalt o1 A ... A ¢y,

hat, wobei alle ¢;, 1 < i < n, Disjunktionen von Literalen sind. O

Im folgenden schrianken wir uns noch weiter ein, und zwar auf sogenannte Gentzenformeln.
Dies ist insofern gerechtfertigt, als erstens jede quantorenfreie Formel in eine &dquivalente
Menge von Gentzenformeln {iberfithrt werden kann, und zweitens bei der Formalisierung in
vielen Anwendungsgebieten oft nur Gentzenformeln entstehen.

4.1 Normalformen

Die im folgenden betrachteten Normalformen stellen gleichzeitig einen Mechanismus bereit,
um beliebige Formeln in eine Menge von Gentzenformeln zu iiberfiihren.

Definition 19 (Prinexe Normalform)
Eine Formel ist in prdnexer Normalform, wenn sie folgende Gestalt hat:

Q1-~~Qn M
——— ~~

Quantoren quantorenfreie Formel

M nennt man auch die Matriz der Formel. O

Lemma 3 Jede pridikatenlogische Formel 148t sich in eine dquivalente Formel in prinexer
Normalform iiberfiihren. O

Definition 20 (Skolem-Normalform)
FEine Formel in pranexer Normalform wird in Skolem-Normalform iiberfiihrt, indem man von
auflen nach innen (!) alle Quantoren eliminiert, wobei

(1) Allquantoren einfach wegfallen,

(2) fiir die durch einen Existenzquantor gebundene Variable ein neuer Term eingesetzt
wird, bestehend aus einem Funktionssymbol, das in der Signatur noch nicht vorkommt,
parametrisiert mit allen bereits freien Variablen der Formel. (Achtung: Hier findet ein
Signaturwechsel statt!) O

Lemma 4 Jede Formel in prinexer Normalform 148t sich in eine erfiillbarkeitsgleiche Formel
in Skolem-Normalform iiberfiihren. O

Bemerkung: Die Skolem-Normalform ist i.a. nicht dquivalent, da z.B. P(a)V P(b) = 3z P(z),
aber i.a. nicht P(a) V P(b) = P(s) mit einer (nullstelligen) Skolem-Funktion s.
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Definition 21 (Gentzenformeln, Hornformeln)
Sind ¢;, 1 <7 < n, ¢¥;, 1 < j < m, ¢ und 9 atomare Formeln, so nennen wir

PLA .. Npp—= P11 V...V iy Gentzenformel,

wobei wir folgende Spezialfille auszeichnen:

nn=20 W =1 V...V positive Gentzenformel,
m =0 Pp1NA . Ny — F negative Gentzenformel,
n=0m=0 W — F oder kurz O Widerspruch

sowie als besonders wichtige Unterklasse die Hornformeln (m < 1), darunter:
m=1 AN ) (nichtnegative) Hornformel,
m=10 PLIA...Npp — F negative Hornformel. O

Schreibt man Gentzenformeln bzw. Hornformeln in der Form

{_‘8017"'7_%07171/}17"'7@&771} bzw. {_‘9017‘-'7_‘@7171/}}7

d.h. als Menge von Literalen, die man sich disjunktiv verkniipft denkt, so heiflen sie auch
Gentzenklauseln bzw. Hornklauseln.

Lemma 5 Jede quantorenfreie Formel 1483t sich in eine dazu dquivalente Menge von Gent-
zenformeln iiberfiihren. O

Dazu wird die quantorenfreie Formel in konjunktive Normalform iiberfiithrt und jede Disjunk-
tion dieser Normalform eine eigene Regel umgewandelt. Die erhaltene Formelmenge wird, wie
bei Formelmengen iiblich, als konjunktiv verkniipft angesehen.

4.2 Ableitungsregeln

Nach den Formeln normieren wir die Ableitungen; und zwar lassen wir fiir Gentzenformeln nur
zwei Ableitungsregeln zu: die Schnittregel bzw. Substitutionsregel, die fiir die aussagenlogische
Struktur der Formeln zusténdig ist, und die Substitutionsregel, mit der Instanzen von Formeln
gebildet werden konnen.

Definition 22 (Schnittregel, Resolutionsregel)
Die zweistellige Ableitungsregel

01— Y1 Va a A pg — 1Py
©1 N\ 2 — P VP

wobei « ein Atom, 1 und o Konjunktionen und ), und %9 Disjunktionen von Atomen sind,
heifit Schnittregel oder Resolutionsregel fiir Gentzenformeln. a

Oft verwendet man die vereinfachte Form

pVa -V
eV

dieser Regel fiir reine Disjunktionen (bzw. Klauseln), da sich Gentzenformeln ja stets durch
Elimination der Implikation und Umwandlung der Konjunktionen in Disjunktionen (iiber
die deMorganschen Gesetze) in reine Disjunktionen umwandeln lassen, die sich i.a. einfacher
handhaben lassen.
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Definition 23 (Substitutionsregel)
Die einstellige Ableitungsregel

¥
()
wobei ¢ eine quantorenfreie Gentzenformel und o eine Substitution ist, heifit Substitutions-
regel. O

Mit diesen beiden Regeln haben wir ein geeignetes Regelsystem fiir die offene Pridikatenlo-
gik, d.h. die Pradikatenlogik mit ausschliellich quantorenfreien Formeln, wenn wir uns auf
Gentzenformeln beschrénken.

5 Normierung der Semantik: Herbrand-Strukturen

Nach der Syntax normieren wir die Semantik der Pradikatenlogik mit Hilfe sogenannter
Herbrand-Strukturen. In einer solchen Struktur sind die Grundterme die Individuen und die
termaufbauenden Operationen die Funktionen. Deshalb werden Herbrand-Strukturen auch
Term-Strukturen genannt.

Definition 24 (Herbrand-Struktur, Herbrand-Universum)

Eine Herbrand-Struktur H(X) = (H(O),H(A),H(II)) zu einer Signatur ¥ ist eine
Y-Struktur, wobei H mit

H(©) jeder Sorte A die Menge H(A) der Grundterme iiber ¥ zur Sorte A und mit

H(A) jedem Funktionssymbol f: A; x ... x A, — Ap die entsprechende termaufbauende
Operationen H(f) zuordnet, d.h. H(f)(t1,...,tn) = f(t1,...,tn).

Der Prédikatenbereich H (II) ist nicht festgelegt. Die Vereinigung der sortenspezifischen In-

dividuenmengen (Grundterme) U = UgcoH (A) heifit Herbrand- Universum. O

Definition 25 (Herbrand-Basis)
Die Herbrand-Basis zur Signatur ¥ ist die Menge aller Grundformeln iiber X:

Bs, = {P(t1,...,tp) | P: A; x ... x A, Pradikatensymbol in 3,¢; € H(A;)} O.

Lemma 6 Jede Festlegung der Pridikate in der Herbrand-Struktur H [48t sich eindeutig
beschreiben durch eine entsprechende Teilmenge A der Herbrand-Basis:

P(tl,...,tn)eAng gdW (tl,...,tm)GH(P),
d.h. in A sind genau die Grundatome, deren Interpretation in H wahr ergibt. a

Definition 26 (Herbrand-Modell)
Ein Herbrand-Modell einer Formelmenge @ ist eine Herbrand-Struktur, die Modell von @ ist
(d.h. in der alle Formeln ¢ € ® gelten). O

Satz 1 Eine Menge ® von quantorenfreien Formeln ist genau dann erfiillbar, wenn sie ein
Herbrand-Modell besitzt. O

Beweis: siehe [3]

Wegen dieses Satzes braucht man nicht erst umsténdlich nach einem Modell einer Formel-
menge ® zu suchen, sondern kann stets mit einer Herbrand-Struktur arbeiten.
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6 Korrektheit und Vollstindigkeit

Die Briicke zwischen (semantischem) Folgern und (syntaktischem) Ableiten wird geschlagen
durch die Begriffe Korrektheit und Vollstindigkeit. Ein korrektes und vollstdndiges Regelsy-
stem garantiert erstens, dafl nur logische Folgerungen abgeleitet werden, und zweitens, daf}
alle moglichen Folgerungen auch erfafit werden.

Definition 27 (korrekt, vollstindig, widerlegungsvollstéindig)
FEin Regelsystem R heifit

e korrekt fiir logisches Folgern, wenn gilt: wenn @ Fr o, dann @ | ¢
e vollstandig fiir logisches Folgern, wenn gilt: wenn @ = ¢, dann ® k¢ ¢
o widerlegungsvollstindig, wenn gilt: wenn ® widerspriichlich, dann ® Fx O,

fiir alle Formelmengen ® und alle Formeln .

Satz 2 Das aus der Schnittregel und der Substitutionsregel bestehende Regelsystem R ist
widerlegungsvollsténdig fiir Gentzenformeln.

Beweis: siehe [3]

Bemerkung: Das aus der Schnittregel und der Substitutionsregel bestehende Regelsystem R
ist nicht vollstandig fiir Gentzenformeln, da z.B. P(z) A Q(z) | P(x) V Q(x), aber nicht

P(z) A Q(x) Fr P(z) vV Q(x).
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