12. Verarbeitung unsicheren
Wissens

Prof. Dr. Rudolf Kruse

University of Magdeburg
Faculty of Computer Science
Magdeburg, Germany
rudolf.kruse@cs.uni-magdeburg.de

EURO
uzzy

12. Verarbeitung unsicheren Wissens

Inhalt:
B Motivation

B Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
B Probabilistische Inferenz

(basierend auf Folien von Volker Steinhage)
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Motivation

In vielen Fallen ist unser Wissen tUber die Welt

B unvollstandig: Wissensumfang ist nicht hinreichend
® (z.B.: ,,Ich weil3 nicht, wie der Bus an Feiertagen fahrt, da ich
nur werktags fahre!*)

B unscharf: Wissen ist nicht prazise genug
® (z.B.: ,,Der Bus fahrt ungeféhr zu jeder vollen Stunde!*)

B unsicher: Wissen ist unzuverlassig
® (z.B.: ,,Der Bus fahrt wahrscheinlich jede volle Stunde.*)

Wir missen trotzdem agieren!

B Schliel3en unter Unsicherheit

B SchlieBen Uber Eintretenswahrscheinlichkeiten
B ... und Kosten/Nutzen

@
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Beispiel

B Ziel: Um 9:15 Uhr in der Uni sein, um an einer VVorlesung teilzunehmen.

B Es gibt mehrere Plane, um das Ziel zu erreichen:
® P,: Um 8:00 aufstehen, um 8:55 Haus verlassen, um 9:00 den Bus . . .
® P,: Um 7:30 aufstehen, um 8:25 Haus verlassen, um 8:30 den Bus . . .
e . ..

B Alle Plane sind korrekt, aber

® sie implizieren verschiedene Kosten und verschiedene Wahrscheinlichkeiten
das Ziel tatsachlich zu erreichen.

® P, wére der Plan der Wahl, da Vorlesungen wichtig ist, und die Erfolgsrate
bei P, nur bei ca. 85 - 95% liegt.
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Unsicherheiten bei Regeln (1)

Beispiel: Es sei ein einfaches Diagnose-Expertensystem flr Zahnarzte
gegeben, das z.B. folgende Regel beinhaltet:

7p [Symptom(p, toothache) = Disease(p, cavity)
B Diese Kegel ISUINKOITEKL! BeSSer ware:

Yp [ Symptom(p, toothache) =
Disease(p, cavity ) v Disease(p, gum_disease) V/ .. ]

Vielleicht besser die kausale Regel?

s 7p |Disease(p, cavity) = Symptom(p, toothache)

@
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Unsicherheiten bei Regeln (2)

Probleme mit der Logik:

B Wir kdnnen nicht immer alle méglichen Ursachen aufzahlen, und selbst
wenn . ..

B Wir kennen nicht die GesetzmaRigkeiten (in der Medizin), und selbst
wenn . ..

B Es bleibt die Unsicherheit Giber den Patienten bestehen:

® Karies und Zahnschmerzen kdnnen zufallig gleichzeitig
auftreten.

® \Wurden alle Untersuchungen durchgefthrt - und wenn ja:
richtig?
® Hat der Patient alle Fragen beantwortet - und wenn ja:
angemessen?
B Ohne perfektes Wissen keine korrekten logischen Regeln!
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Unsicherheit bel Fakten

Beispiel: Nehmen wir an, wir wollten die Lokalisation eines Roboters durch

ortsfeste Landmarken unterstiitzen. Aus dem VVorhandensein von
Landmarken konnen wir auf den Raum schliefRen.

Problem: Sensoren sind ungenau!

Aus der Tatsache, dass eine Landmarke erkannt wurde, kann man nicht

mit Sicherheit schlieRen, dass der Roboter sich in dem entsprechenden
Raum befindet.

Analoges gilt, falls eine Landmarke nicht wahrgenommen wird.

Es wird lediglich die Wahrscheinlichkeit erhdoht oder erniedrigt.

@
7 uzzy

Grade der Uberzeugung

Wir (oder andere Agenten) sind von Regeln und Fakten nur bis zu einem
gewissen Grad Uberzeugt.

Eine Mdglichkeit, Grad der Uberzeugung auszudriicken, besteht in der
Benutzung von Wahrscheinlichkeiten.

Der Agent ist von der Sensorinformation zu 0,9 tiberzeugt heil3t dann: der
Agent glaubt in 9 von 10 Féllen an die Richtigkeit der Information.
Wahrscheinlichkeiten fassen die ,,Unsicherheit* bedingt durch Unwissen
zusammen.

Wahrscheinlichkeiten sind nicht mit Unschéarfe (Vagheit) zu verwechseln
(— Fuzzy Logik).

Das Pradikat grof3 ist unscharf. Die Aussage ,,Das kénnte Peters Uhr sein.*
ist unsicher.
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Rationale Entscheidungen unter Unsicherheit

Wir haben verschiedene Aktionen oder Plane zur Auswahl

B Diese kdnnen mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten zu verschiedenen
Ergebnissen fihren.

Die Aktionen verursachen verschiedene — ggf. subjektive — Kosten
Die Ergebnisse haben verschiedenen — ggf. subjektiven — Nutzen

B Rational wére es, die Aktion zu wahlen, die den grof3ten zu erwartenden
Gesamtnutzen hat!

Entscheidungstheorie = Nutzentheorie + Wahrscheinlichkeitstheorie
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Entscheidungstheoretischer Agent

function DT-AGENT (percept) returns an action
static: a set probabilistic beliefs about the state of the world

calculate updated probabilities for current state based on

available evidence including current percept and previous action
calculate outcome probabilities for actions,

given action descriptions and probabilities of current states
select action with highest expected utility

given probabilities of outcomes and utility information
return action

Entscheidungstheorie: Ein Agent ist rational genau dann, wenn er die Aktion
wahlt, die den grolten zu erwartenden Nutzen gemittelt Gber alle
moglichen Ergebnisse von Aktionen hat.
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Unbedingte Wahrscheinlichkeiten (1)

P(A) bezeichnet die unbedingte oder a priori Wahrscheinlichkeit, dass A
eintreten wird im Fall, dass keine zusatzliche Information verfiigbar ist, z.B.

P(Cavity) = 0.1

Cavity ist eine Proposition (Aussage).
A priori Wahrscheinlichkeiten gewinnt man durch statistische Analyse oder
aus allgemeinen Regeln.

@
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Unbedingte Wahrscheinlichkeiten (2)

B Im Allgemeinen kann eine Zufallsvariable nicht nur die Werte wahr und
falsch, sondern mehrere Werte annehmen:

P(Weather= Sunny) = 0.7

P(Weather = Rain) = 0.2
P(Weather = Cloudy) = 0.08
P(Weather = Snow) = 0.02

P(Headache = TRUE) = 0.1

B Propositionen kdnnen auch Gleichungen tber Zufallsvariablen
enthalten.

B Logische Konnektoren kénnen zur Bildung von Propositionen
verwendet werden, z.B.

P(Cavity A —Insured) = 0.06
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Unbedingte Wahrscheinlichkeiten (3)

P(X) bezeichnet den Vektor der Wahrscheinlichkeiten flr den (geordneten)
Wertebereich der Zufallsvariable X:
P(Headache) = (0.1,0.9)

P(Weather)y = (0.7,0.2,0.08,0.02)
definieren die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen
Headache und Weather.
P(Headache,Weather) ist eine 4 x 2 Tabelle von Wahrscheinlichkeiten aller
Kombinationen der Werte einer Zufallsvariablen.

Headache = TRUE Headache = FALSE
Weather = Sunny | P(W = Sunny A Headache) | P(W = Sunny n —Headache)

Weather = Rain
Weather = Cloudy

Weather = Snow

@
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten (1)

Neue Information kann die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses andern.

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit von Zahnléchern erhoht sich, wenn man
weil3, dass der Patient Zahnschmerzen hat.

Liegt Zusatzinformation vor, darf nicht mehr mit a priori
Wahrscheinlichkeiten gerechnet werden!

P(A | B) bezeichnet die bedingte oder a posteriori Wahrscheinlichkeit von A,
sofern die alleinige Beobachtung (die Evidenz) B gegeben ist:

P(Cavity | Toothache) = 0.8

P(X|Y ) ist die Tabelle aller bedingter Wahrscheinlichkeiten tber alle
Werte von Xund Y .
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten (2)

P(Weather | Headache) ist eine 4 x 2 Tabelle von bedingten Wahrscheinlichkeiten
aller Kombinationen der Werte einer Zufallsvariablen.

Headache = TRUE Headache = FALSE
Weather = Sunny | P(W = Sunny | Headache) | P(W = Sunny | —Headache)

Weather = Rain
Weather = Cloudy

Weather = Snow

Bedingte Wahrscheinlichkeiten ergeben sich aus unbedingten Wahrscheinlichkeiten
per Definition
(fir P(B) > 0):

P(A A B)

P(A|B)= BB}

@
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten (3)

P(X,Y)=P(X |Y)P(Y) entspricht einem Gleichungssystem:

P(W = Sunny A Headache) = P(W = Sunny | Headache)P(Headache)
P(W = Rain n Headache) = P(W = Rain | Headache)P(Headache)
P(W = Snow N —Headache) = P(W = Snow | —Headache)P(—Headache)
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten (4)

P(4| B) = 22 J

B Produktregel: P(A A B) = P(A | B)P(B)
B Analog: P(AAB)=P(B|AP(A)

B A und B heil8en unabhéngig voneinander, falls P(A|B)=P(A)und P(B |
A) = P(B).

Dann und nur dann gilt P(A A B) = P(A)P(B)!

@
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Interpretation bedingter Wahrscheinlichkeiten

Achtung: haufiger Interpretationsfehler:
,,P(A|B) = 0.8 bedeutet, dass P(A) = 0.8 ist,
falls B wahr ist.
Diese Aussage ist aus mindestens zwei Grinden falsch!

1. P(A)ist immer die a priori Wahrscheinlichkeit, nicht die a posteriori
Wahrscheinlichkeit, gegeben eine Evidenz (B wahr).

2. P(A|B) = 0.8 ist nur dann anwendbar, falls keine andere Evidenz aul3er
B vorhanden ist! Wenn C bekannt ist, dann muss P(A|B A C) berechnet
oder geschatzt werden. Im Allgemeinen gilt
P(A|B A C) # P(A|B); z.B. konnte C — A gelten (C impliziert A).

%
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Axiomatische Wahrscheinlichkeitstheorie

Eine Funktion P von aussagenlogischen Formeln in die Menge [0, 1] ist ein
Wahrscheinlichkeitsmal3, falls fiir alle Aussagen A, B gilt:

1.0< P(A) <1
2. P(True) =1
3. P(False) =0
4. P(AVB) = P(A) + P(B) — P(A A B)

Alle anderen Eigenschaften lassen sich aus diesen Axiomen ableiten, z.B.
P(—A) =1-P(A) folgt aus
P(AvV -A)=1und
P(A A-A)=0.

%
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Wieso sind die Axiome sinnvoll?

B Wenn P eine objektiv beobachtbare Wahrscheinlichkeit bezeichnet,
machen die Axiome naturlich Sinn.

B Aber wieso sollte ein Agent diese Axiome beachten, wenn er den Grad
seiner Uberzeugung modelliert?

B Objektive vs. subjektive Wahrscheinlichkeiten

B Die Axiome schranken die Menge der Uberzeugungen ein, die ein Agent
aufrechterhalten kann.

B Eines der Uberzeugendsten Argumente, warum subjektive
Uberzeugungen die Axiome respektieren sollten, wurde 1931 von de
Finetti gegeben. Es basiert auf dem Zusammenhang zwischen Aktionen
und dem Grad der Uberzeugung:

Sind die Uberzeugungen widerspruchlich, dann wird der Agent auf
lange Sicht in seiner Umwelt scheitern!
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Verbundwahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit, die ein Agent jeder Aussage in der Doméne zuordnet.

B Ein atomares Ereignis ist eine Zuweisung von Werten an alle Zufallsvariablen X,,
..., X, (= vollstandige Spezifikation eines Zustands).

Beispiel: Seien X, Y boolesche Variablen. Dann gibt es die folgenden 4 atomaren
Ereignisse:

X/\Y, X/\—|Y, —|X/\Y, —XAY=

B Die Verbundwahrscheinlichkeitsverteilung P(X,, ..., X, ) weist jedem atomaren
Ereignis eine Wahrscheinlichkeit zu:

Toothache | —Toothache
Cavity 0.04 0.06

— Cavity 0.01 0.89

B Da alle atomaren Ereignisse disjunkt sind, ist die Summe Uber alle Felder 1
(Disjunktion der Ereignisse). Die Konjunktion ist notwendigerweise falsch.

@
21 uzzy

Rechnen mit der Verbundwahrscheinlichkeit

Alle interessanten Wahrscheinlichkeiten lassen sich aus der
Verbundwahrscheinlichkeit errechnen, indem wir sie als Disjunktion von atomaren
Ereignissen formulieren.

Beispiel: P(Cavity v Toothache) = P(Cavity N Toothache)

+ P(=Cavity A'T'oothache)
+ P(Cavity A =Toothache)

Unbedingte Wahrscheinlichkeiten erhalt man durch Aufsummieren von Zeile oder
Spalte (Marginalisierung):

P(Cavity) = P(Cavity N'Toothache) + P(Cavity N =1 oothache)

Womit wieder bedingte Wahrscheinlichkeiten ableitbar sind:

L _ B P(Cavity N Toothache) B 0.04 B
P(Cavity | Toothache) = P(Toothachc) = 0011001 — 0.80




Probleme mit der Verbundwahrscheinlichkeit

B Aus der Verbundwahrscheinlichkeit lassen sich alle Wahrscheinlichkeiten einfach
ermitteln.

B Allerdings umfasst die Verbundwahrscheinlichkeit k" Werte, wenn es n Zufallsvariablen
mit k Werten gibt.

B Schwierig darzustellen
B Schwierig zu ermitteln

Fragen:
1. Gibtes eine dichtere Darstellung von Verbundwahrscheinlichkeiten?
2. Gibt es eine effiziente Methode, diese Darstellung zu verarbeiten?

B Allgemein nicht, aber in vielen Fallen geht es. Moderne Systeme arbeiten direkt mit
bedingten Wahrscheinlichkeiten (Diagnose-Kausalitat) und machen Annahmen tber die
Unabhéangigkeit von Variablen, um Rechnungen zu vereinfachen.

@
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Die Bayessche Regel

Wir wissen (Produktregel):
P(ANB)=P(A| B)P(B) und P(ANB)=P(B

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten folgt:
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

A)P(A)

N v _ P(BJA)P(A)
— |P(A| B) = “ 55—

Fur mehrwertige Variablen (Menge von Gleichungen):
PX | Y)P(Y
x) = PEIY)PEY)
P(X)
Verallgemeinerung (bzgl. Hintergrundevidenzen):

P(Y

P(X |Y.E)P(Y
P(X [ E)

P(Y | X,E) = E)
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Anwendung der Bayesschen Regel

P(Toothache | Cavity) = 0.4
P(Cavity) = 0.1
P(Toothache) = 0.05
. 0.4 x 0.1 _
P(Cavity | Toothache) = —50E 0.8
U

Warum nicht gleich P(Cavity | Toothache) schatzen?

B Kausales Wissen wie P(Toothache | Cavity) ist i.A. robuster als diagnostisches
Wissen P(Cavity | Toothache):

B Die Kausalitat P(Toothache | Cavity) ist unabhangig von den a priori
Wahrscheinlichkeiten P(Toothache) und P(Cavity).

B Nahme P(Cavity) bei einer Karies-Epidemie zu, so bliebe die Kausalitat
P(Toothache | Cavity) unverandert, wahrend sich P(Toothache) proportional mit
P(Toothache | Cavity) &nderte.

B Ein Arzt, der P(Cavity | Toothache) geschéatzt hatte, wisste keine Regel zum
Update von P(Cavity | Toothache). Ein Arzt, der die Bayesschen Regel benutzt
hatte, wisste um das proportionale Verhalten zwischen P(Toothache | Cavity)

und Cavity.
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Relative Wahrscheinlichkeit

Annahme: Wir wollen auch die Wahrscheinlichkeit der Diagnose GumDisease betrachten.
P(Toothache | GumDisease) = 0.7

P(GumbDisease) = 0.02
Welche Diagnose ist wahrscheinlicher?

Wenn nur die relative Wahrscheinlichkeit der Ursachen interessiert, muss die P(T) nicht
geschatzt werden:

P |T)=2ZEECE)  oder P(G

 _ P(T|G)P(Q)
P(T) I')=~pmy

P(T)

B Relative Wahrscheinlichkeiten kénnen fir einige Entscheidungen hinreichend sein!

P(C|T) _ P(T|O)PEC) P(T) _ P(T|CO)P(C)
P(G|T) P(T) P(T |G)P(G) P(T|G)P(G)
0.4 x 0.1

0.7 x 0.02 PS‘F
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Normierung (1)

Wenn wir die absolute Wahrscheinlichkeit von P(C | T) bestimmen wollen
und P(T) nicht kennen, kénnen wir auch eine vollstandige Fallanalyse
durchfihren (z.B. fir C und -C) und den Zusammenhang P(C | T) + P(=C |
T) =1 (hier boolesche Variable) ausnutzen:

P(T |C)P(C)

P(C|T) = T

P(-C|T) = PUW—%f C)
. P(T | C)P(C T | ~C)P(=C
P(C|T)+P(-C|T) = L&)()+ (‘H%“ )
P(T) = P(T'|C)P(C)+ P(T|-C)P(=C)

@
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Normierung (2)

Durch Einsetzen in die oberste Gleichung:
P(T | C)P(C)
P(T | C)P(C) + P(T | -C)P(=C)

Fur mehrwertige Zufallsvariablen:

P(C|T)=

P(Y | X)=aP(X | Y)P(Y)

wobei a eine Normierungskonstante ist, welche die Werte in P(Y | X) zu 1
aufsummieren lasst, z.B.

a(1,1,3) = (L, L,

o
[SqfyaL]
p—

%
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Multiple Evidenzen (1)

Der Patient bejaht die Frage nach Zahlschmerzen. Aus dieser ersten Evidenz
schlie3t der Zahnarzt:

P(Cavity | Toothache) = 0.8

Der Zahnarzt ertastet bei der Untersuchung mit einem Haken eine Bruchstelle im
Zahn. Aus dieser zweiten Evidenz schliel3t der Zahnarzt:

P(Cavity | Catch) = 0.95

Beide Schlusse kdnnten z.B mit der Bayesschen Regel berechnet worden sein. Aber
was bringt die kombinierte Evidenz?

Mit der Bayesschen Regel kénnte er weiter ermitteln:

P(Tooth n Catch | Cav) x P(Cav)
P(Tooth n Catch)

P(Cav | Tooth n Catch) =

%
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Multiple Evidenzen (2)

Problem: Er braucht P(Tooth A Catch | Cav), d.h. Diagnosewissen fiir alle
Kombinationen von Symptomen im allgemeinen Fall.

Besser ist es, Evidenzen mit Hilfe der Evidenzenregel schrittweise
aufzunehmen.

PX |Y. E)P(Y | E)

2t P(X [ E)

X,E) =

Mit einer bestimmten a priori Wahrscheinlichkeit hat der Patient ein Loch:
P(Cav). Er berichtet von Zahnschmerzen (Bayessche Regel):

P(Tooth | Cav)
P(Tooth)

P(Cav | Tooth) = P(Cav) x

%
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Multiple Evidenzen (3)

P(Tooth | Cav)

P(Cav| Tooth)| = P(Cav) x P (Tooth)

(D)

Die Untersuchung ergibt Catch, also

P(Catch | Cav, Tooth)
P(Catch | Tooth)

P(Cav | Catch, Tooth) = x | P(Cav | Tooth) (2)

(1) in (2) einsetzen ergibt

P(Tooth | Cav) . P(Catch | Cav, Tooth)
P(Tooth) P(Catch | Tooth)

P(Cav| Catch, Tooth) = P(Cav) x

@
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Multiple Evidenzen (4)

Annahme bedingter Unabhéngigkeit von Toothache und Catch gegeben Cavity
(vereinfachtes Diagnosewissen):

P(Catch | Cav, Tooth)| = P(Catch| Cav)
P(Tooth | Cav, Catch) = P(Tooth| Cav)

P(Tooth | Cav) P(Catch | Cav)

P(Cav | Catch, Tooth) = P(Cav) x X
Cav] ) 2 P(Tooth) P(Catch | Tooth)

%
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Multiple Evidenzen (5)

P(Tooth | Cav) y P(Catch | Cav)
P(Tooth) P(Catch | Tooth)

P(Cav | Catch, Tooth) = P(Cav) x

Immer noch scheint die Betrachtung von Paaren (Tripeln etc.) von
Symptomen wie P(Catch | Tooth) n6tig! Aber mit Produktregel folgt aus

den Nennern der Briiche:
P(Tooth) x P(Catch | Tooth) = P(Tooth n Catch)

Dies fuhrt zu:

P(Cav | Catch, Tooth) = P(Cav) x P(Tooth | Cav) x P(Catch| Cav)

P(Catch 1 Tooth)

Fur die Bestimmung von P(Cav | Catch, Tooth) ist
P(Tooth A Catch) ein Normierungsfaktor und eliminierbar, sofern P(Catch

| =Cav) und P(Tooth | —=Cav) bekannt sind.
N

Multiple Evidenzen (6)

Somit:
P(Toothn Catch) = P(ToothnCatch | Cav) P(Cav)+ P(ToothnCatch | —Cav) P(—Cav)
Mit bedingter Unabhangigkeit:
P(Tooth n Catch) = P(Tooth| Cav)P(Catch | Cav) P(Cav)
+ P(Tooth | =Cav)P(Catch | —Cav) P(—-Cav)
Einzusetzen in:
P(Tooth | Cav) x P(Catch| Cav)

P(Cav | Catch, Tooth) = P(Cav) x
P(Catch A Tooth)

Also Ableitung mdoglich aus unbedingten Wahrscheinlichkeiten und
einfachen kausalen Regeln!

%
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Zusammenfassung Multiple Evidenzen

B Mehrfache Evidenzen sind berechenbar durch Reduktion auf

® a priori Wahrscheinlichkeiten und
® (kausale) bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir eine Evidenz
® unter Annahme der bedingten Unabhangigkeit.

Allgemeine Kombinationsregel:

PZ X)Y)=aP(Z2)P(X | Z)P(Y | Z)

far X und Y bedingt unabhangig bei gegebenem Z und mit
Normierungskonstante a.

%
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Zusammenfassung

Unsicherheit ist unvermeidbar in komplexen und dynamischen Welten, in denen
Agenten zur Ignoranz gezwungen sind.

Wahrscheinlichkeiten formulieren die Unféhigkeit eines Agenten, eine definitive
Entscheidung zu fallen. Sie driicken den Grad seiner Uberzeugung aus.
Bedingte und unbedingte Wahrscheinlichkeiten kénnen Gber Aussagen
formuliert werden.

Verletzt ein Agent die wahrscheinlichkeitstheoretischen Axiome, so wird er
unter bestimmten Umsténden irrationales Verhalten zeigen.

Die Bayessche Regel ermdglicht es, unbekannte Wahrscheinlichkeiten aus
bekannten Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Multiple Evidenzen konnen bei bedingter Unabhangigkeit effektiv in die
Berechnung einbezogen werden.
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