Der A*-Algorithmus

Der A*-Algorithmus 16st ein Suchproblem unter Ausnutzung einer Heuristik. Ein Suchproblem ist
definiert durch

e eine Menge Z von Zusténden,
e cine (endliche) Menge O von Operationen, die einen Zustand in einen anderen iiberfiithren,
e cinen Startzustand zg € Z und

e ecine Menge E C Z von Endzustédnden.

Die Mengen Z und O legen den Suchraum in Form eines Zustandsgraphen fest: Die Zusténde bilden
die Knoten, die Operationen die Kanten des Graphen. Dieser Zustandsgraph ist i.a. nur implizit durch
den Startzustand und die Operationenmenge gegeben. Gesucht ist eine Folge von Operationen, die den
Startzustand in einen Zielzustand {iberfithrt und die minimale Kosten verursacht. Durch die Heuristik
werden die Kosten einer Operationenfolge zum Erreichen eines Zielzustandes geschétzt. Mit ihr wird
gesteuert, wie der Zustandsgraph durchlaufen wird. Die folgende Darstellung des Algorithmus weicht
leicht von der in der Vorlesung angegebenen ab.

Gegeben

e Der Startzustand zg. (Wie ein Zustand repriisentiert wird, ist fiir den A*-Algorithmus selbst
nicht relevant, sondern nur fiir die Implementierung der im folgenden aufgefiihrten Operationen
und Funktionen.)

e Eine Menge O = {o1,...,0,} von Operationen, die zu einem gegebenen Zustand einen Nachfol-
gerzustand liefern. (I.a. sind nicht alle Operationen auf alle Zustdnde anwendbar. Wir nehmen
daher an, dafl eine Operation den speziellen Wert L (undefiniert) statt eines neuen Zustandes
liefert, wenn sie nicht anwendbar ist.)

e Eine reellwertige Funktion costs, die fiir jede Operation in O die ihr zugeordneten Kosten liefert.
(U.U. hiingen die Kosten einer Operation davon ab, auf welchen Zustand sie angewandt wird.
In diesem Fall kann die Funktion costs auch zweistellig sein.)

e Eine reellwertige Heuristikfunktion h, die fiir einen gegebenen Zustand eine Schéitzung der Ko-
sten einer Operationenfolge zum Erreichen des Zielzustandes liefert.

e Eine Funktion goal, mit der sich feststellen 148t, ob ein gegebener Zustand ein Zielzustand ist.
(Ist die Menge der Zielzustéinde explizit gegeben, kann die Funktion goal einfach priifen, ob der
gegebene Zustand in dieser Menge enthalten ist.)

Gesucht

e Eine Folge von Operationen, die den Startzustand in einen Zielzustand tiberfithrt und die mini-
male Kosten verursacht.

Algorithmus

1. Erzeuge einen (gerichteten) Graphen G = {V, E'}, der nur den Startzustand zo enthélt, d.h. setze
V :={z} und E := 0. (Im Graphen G werden der besuchte Teil des Suchraums und die besten
bekannten Wege zum Erreichen eines Zustandes dargestellt.)

2. Erzeuge eine Menge open, die nur den Startzustand enthélt, d.h. setze open := {zp}. (Die
Menge open enthélt die erreichten Zustéinde, deren Nachfolger noch nicht erzeugt wurden.)

3. Erzeuge eine leere Menge closed, d.h. setze closed := (). (Die Menge closed enthilt die
erreichten Zustéinde, deren Nachfolger bereits erzeugt wurden.)



4. Erzeuge eine Abbildung ¢ von der Menge der Zustédnde in die reellen Zahlen, die fiir den Zu-
stand zg den Wert 0 liefert und sonst undefiniert ist. (Die Abbildung § ist der sogenannte Tie-
fenfaktor der Heuristik, der die Kosten der besten gefundenen Operationenfolge zum Erreichen
eines Zustandes vom Startzustand aus angibt.)

5. Erzeuge eine Abbildung e von der Menge der Zusténde in die Menge der Operationen, die fiir
alle Zusténde undefiniert ist. (Die Abbildung e gibt an, durch welche Operation ein Zustand von
seinem Vorgéngerzustand aus erreicht wird. Mit ihr wird schliellich die Lésung des Problems
aufgebaut, die ja eine Operationenfolge ist.)

6. Wihle einen Zustand z aus der Menge open, fiir den die Funktion f =g+ h den kleinsten Wert
unter allen Elementen der Menge open liefert, d.h. wihle ein z € {z | f(z) = minycopen f(y)}-
(Wéhle also einen der Zustéinde, die geméf der Heuristik am erfolgversprechendsten sind.)

7. Falls goal(z) gilt, d.h. falls z ein Zielzustand ist, ist eine Losung des Problem gefunden. Der
Algorithmus wird in diesem Fall mit Erfolg abgebrochen. Die Losung wird aus dem erzeugten
Graphen G folgendermaflen in umgekehrter Reihenfolge abgelesen:

(a) Erzeuge eine leere Folge L von Operationen, d.h. setze L := ().

(b) Falls z = 2y (also falls der Startzustand erreicht ist), so ist L die gesuchte Folge von
Operationen, gib also L zuriick.

(c) Fiige die Operation e(z), durch die der Zustand z erreicht wird, am Anfang der Folge L
hinzu, d.h. mit L = (Iy,...,l;) setze L := (e(z),l1,...,1x).

(d) Fahre mit dem direkten Vorgénger von z fort, d.h. setze z := x mit (z, 2z) € E (man beachte,
daf} der Vorgénger von z in G eindeutig bestimmt ist), und gehe zuriick zu Schritt b.

8. Entferne den Zustand z aus der Menge open, d.h. setze open := open\{z}. (Die Nachfolger des
Zustand z werden im folgenden Schritt erzeugt.)

9. Fiir alle 0 € O:

(a) Setze x :=o(z) und ¢ := §(z) + costs(o).

(b) Falls z =1 (also falls die Operation o nicht auf den Zustand z anwendbar ist), iibergehe
die folgenden Schritte und fahre mit der néchsten Operation o fort.

(c) Falls z ¢ open U closed (also falls  ein neuer, bisher nicht erreichter Zustand ist), setze
open := open U {z} (der Zustand = wurde erreicht, aber seine Nachfolger wurden noch
nicht erzeugt), e(x) := o (der Zustand z wurde durch Anwendung der Operation o von
seinem Vorgéinger z aus erreicht), und g(z) := ¢ (die Operationenfolge zum Erreichen von
x verursacht die Kosten ¢). Erweitere auflerdem den Graphen G um den Knoten z und die
Kante (z,x), d.h. setze V:=V U{z} und E := EU {(z,2)}.

(d) Falls x € open U closed (also falls der Zustand z schon auf einem anderem Wege erreicht

wurde) und ¢ < §(z) (also falls die Kosten der Operationenfolge, durch die der Zustand x
iiber den Zustand z erreicht wird, geringer sind als die der Folge, iiber die x vorher erreicht
wurde), setze g(x) := ¢ (eine Operationenfolge zum Erreichen von 2z mit geringeren Kosten
ist jetzt bekannt) und e(z) = o (der Zustand x wird giinstiger durch Anwendung der
Operation o auf den Zustand z erreicht). Mache auflerdem den Zustand z zum neuen
Vorgénger von z in G, d.h. setze E := (E\{(a,b) | b==z})U{(z,2)}.
Falls © € closed (also falls = bereits Nachfolger besitzt), priife alle Zustéinde, die sich durch
Anwendung von Operationen aus O von x aus erreichen lassen (nicht nur die Nachfolger von
2 im Graphen G!). Fiir jeden Zustand, der sich nun iiber den Zustand z giinstiger erreichen
148t, ist der Tiefenfaktor g anzupassen und die Kante von seinem bisherigen Vorgénger
durch eine Kante von dem Zustand x aus zu ersetzen. Fiir alle so geinderten Zustédnde, die
selbst in der Menge closed enthalten sind, sind diese Anpassungen rekursiv auszufiihren,
d.h. die Zusténde, die sich von ihnen aus durch Operationen in O erreichen lassen, sind zu
priifen und ggf. anzupassen usf.



10. Fiige den Zustand z der Menge closed hinzu, d.h. setze closed := closedU{z}. (Die Nachfolger
des Zustands z wurden im vorhergehenden Schritt erzeugt.)

11. Falls die Menge open leer ist, so ist das Problem unlosbar. Der Algorithmus wird daher ohne
Erfolg abgebrochen. Anderenfalls gehe zu Schritt 6.

Bemerkungen

Man kann beweisen, dafl der A*-Algorithmus korrekt ist (d.h. sicher die Operationenfolge mit den ge-
ringstmoglichen Kosten zum Erreichen eines Zielzustandes liefert), wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

1. Jeder Zustand hat nur endlich viele Nachfolgezustinde. (Diese Bedingung ist in der obigen
Formulierung des A*-Algorithmus durch die Forderung einer endlichen Menge von Operationen
ausgedriickt.)

2. Die Kosten aller Operationen sind grofler als ein bestimmter positiver Wert e.

3. Die Heuristikfunktion / iiberschitzt fiir keinen Zustand z die Kosten einer Operationenfolge
zum Erreichen eines Zielzustandes (eine solche Funktion h heifit auch optimistischer Schitzer).

In Schritt 9(d) werden u.U. mehrere Kanten des Graphen G geiindert und der Tiefenfaktor ¢ fiir
mehrere Zustiinde angepafit. Diese Anderungen verringern zwar den Aufwand der folgenden Suche,
koénnen jedoch selbst sehr aufwendig sein (im schlechtesten Fall exponentiell, da ggf. rekursiv alle
Zusténde, die sich durch Operationen von einem geédnderten Zustand aus erreichen lassen, bearbeitet
werden miissen). Diese Anpassungen werden daher oft nicht implementiert. Leider kann man jedoch
von dem so vereinfachten Algorithmus nicht mehr zeigen, dafi er korrekt ist. Das sei an zwei Beispielen
erlautert.

Warum es notwendig ist, den Tiefenfaktor § auch fiir die Nachfolger eines Zustandes zu aktuali-
sieren, wenn der Tiefenfaktor dieses Zustandes gedndert wird, zeigt das folgende Beispiel.
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In der obigen Abbildung sind vier Schritte des Aufbaus des Graphen G fiir ein nicht niher spezifiziertes
Suchproblem durch den A*-Algorithmus gezeigt, ausgehend vom Startzustand zg. Die Zustéinde z3 und
z4 seien Zielzustédnde. Der in dem jeweiligen Schritt erweiterte Zustand ist durch einen fettgedruckten
Kreis markiert. Die Zahlen an den Kanten geben die Kosten der zugehorigen Operationen an, die
Summen neben den Zustéinden die Werte der Heuristikfunktion f =g+ h.

Im Schritt 3 wird durch die Erweiterung des Zustandes z5 eine giinstigere Operationenfolge zum
Erreichen des Zustandes z; gefunden, wodurch sich der Tiefenfaktor ¢ fiir den Zustand z; von 4
auf 2 dndert. Wird nun nicht auch der Tiefenfaktor des Nachfolgerzustandes z3 entsprechend von 8
auf 6 gedndert, so wird nicht die beste Losung gefunden. Denn mit einem Tiefenfaktor von 8 fiir den
Zustand z3 wird der Zustand z4 fiir die ndchste Erweiterung vorgezogen. Da Zustand z4 ein Zielzustand
ist, wird die Suche mit dem suboptimalen Ergebnis zy 1+ 25 & 24, also einer Operationenfolge mit den
Gesamtkosten 7, beendet. Wird dagegen im Schritt 3 auch der Tiefenfaktor des Zustandes z3 korrekt
auf 6 gedndert, so wird im Schritt 4 statt des Zustandes z4 der Zustand z3 erweitert und damit die
beste Losung zp L 2o -5 21 45 23, also eine Operationenfolge mit den Gesamtkosten 6, gefunden. Man
beachte, dafl in diesem Beispiel die Zustidnde z3 und z4 auch identisch sein kénnen. Dann wird zwar

der richtige Endzustand erreicht, aber mit einer suboptimalen Operationenfolge.



Warum es notwendig ist, alle Zustinde zu priifen und gegebenenfalls (rekursiv) zu bearbeiten,
die sich durch Operationen von einem Zustand aus erreichen lassen, dessen Tiefenfaktor g gedndert
wurde, auch wenn diese Zusténde keine Nachfolger des gednderten Zustands im Graphen G sind, zeigt
das folgende Beispiel.
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In der obigen Abbildung sind vier Schritte des Aufbaus des Graphen G fiir ein nicht niher spezifiziertes
Suchproblem durch den A*-Algorithmus gezeigt, ausgehend vom Startzustand zg. Der Zustand z4 sei
ein Zielzustand. Der in dem jeweiligen Schritt erweiterte Zustand ist wieder durch einen fettgedruckten
Kreis markiert. Die Zahlen an den Kanten geben die Kosten der zugehorigen Operationen an, die
Summen neben den Zustéinden die Werte der Heuristikfunktion f =g+ h.

Im Schritt 3 wird durch die Erweiterung des Zustands z3 ein giinstigerer Weg zum Knoten zy4
gefunden. Daher wird die Kante z; — 2z4 entfernt und stattdessen die Kante z3 — 2z, eingefiigt.
Danach ist der Zustand z4 kein Nachfolger des Zustands z; mehr. Im Schritt 4 wird nun aber ein
glinstigerer Weg zum Zustand z;, dem ehemaligen Vorgédnger des Zustandes z4 gefunden, was den
Tiefenfaktor des Zustandes z; von 4 auf 2 dndert. Damit ist es aber wieder giinstiger, den Zustand z4
iiber den Zustand z; statt {iber den Zustand z3 zu erreichen. Folglich muf} die Kante z3 — 24 entfernt
und die Kante z; — z4 wieder eingefiigt werden. Geschieht dies nicht, wird nicht die optimale Losung
20 L 2y 4 21 % 24 mit den Gesamtkosten 7 sondern nur die schlechtere Losung zg 25 z3 2 z4 mit
den Gesamtkosten 8 gefunden.



