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He deals the cards to find the answer,
The sacred geometry of chance,

The hidden law of a probable outcome.
The numbers lead a dance.

Sting: “The Shape of My Heart”
aus dem Album “Ten Summoner’s Tales”



Kapitel 1

Einleitung

Durch die moderne Computertechnologie, die jedes Jahr leistungsfahigere
Rechner hervorbringt, ist es heute moglich, mit sehr geringen Kosten enor-
me Datenmengen zu sammeln, zu iibertragen, zusammenzufithren und zu
speichern. Dadurch kann es sich eine immer gréflere Zahl von Industrieun-
ternehmen, wissenschaftlichen Einrichtungen und staatlichen Institutionen
leisten, riesige elektronische Archive von Tabellen, Dokumenten, Bildern
und To6nen anzulegen. Es ist verlockend anzunehmen, daf}, wenn man nur
genug Daten hat, man jedes Problem l6sen kann — wenigstens im Prinzip.

Eine ndhere Betrachtung zeigt jedoch, dal Daten allein, wie umfangreich
sie auch sein mogen, nicht ausreichen. Man kann sagen, dafl man in grofien
Datenbanken den Wald vor lauter Baumen nicht sieht. Obwohl Einzelinfor-
mationen abgerufen und einfache Aggregationen (z.B. der durchschnittliche
monatliche Umsatz im Raum Frankfurt) leicht berechnet werden kénnen,
bleiben allgemeine Muster, Strukturen und RegelméfBigkeiten meistens un-
entdeckt. Oft sind jedoch gerade diese Muster besonders wertvoll, z.B., weil
sie ausgenutzt werden konnen, um den Umsatz zu erh6hen. Wenn etwa ein
Supermarkt herausfindet, dafl bestimmte Produkte hdufig zusammen ge-
kauft werden, so kann manchmal der Absatz gesteigert werden, wenn man
diese Produkte geschickt in den Regalen des Supermarktes anordnet (sie
konnten z.B. nebeneinander plaziert oder als Paket angeboten werden, um
noch mehr Kunden zu animieren, sie zusammen zu kaufen).

Diese Muster zu finden und damit einen gréferen Teil der in den verfiig-
baren Daten enthaltenen Informationen auszunutzen, erweist sich jedoch als
ziemlich schwierig. Im Gegensatz zu dem UberfluB an Daten gibt es einen
Mangel an Werkzeugen, um diese Daten in niitzliches Wissen zu verwandeln.
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John Naisbett charakterisierte die Situation treffend so [Fayyad et al. 1996]:

We are drowning in information, but starving for knowledge.
(Wir ertrinken in Informationen, hungern aber nach Wissen.)

Als Folge hat sich eine neue Forschungsrichtung entwickelt, die unter den
Namen Wissensentdeckung in Datenbanken (knowledge discovery in
databases, KDD) und Data Mining bekannt geworden ist. Sie stellt sich
der Herausforderung, Techniken zu entwickeln, die Menschen helfen kénnen,
niitzliche Muster in ihren Daten zu entdecken.

In diesem einleitenden Kapitel geben wir einen kurzen Uberblick iiber
die Wissensentdeckung in Datenbanken und die intelligente Datenanalyse.
Als ersten Schritt arbeiten wir den Unterschied zwischen ,, Daten® und ,, Wis-
sen“ heraus, um klare Begriffe zu erhalten, mit denen wir deutlich machen
konnen, warum es nicht ausreicht, Daten zu sammeln, sondern wir versuchen
miissen, aus ihnen Wissen zu gewinnen. Als Veranschaulichung betrachten
wir ein Beispiel aus der Geschichte der Wissenschaft. Zweitens beschreiben
wir den Prozefl der Wissensentdeckung in Datenbanken (KDD-Prozef),
in dem Data Mining nur ein — wenn auch sehr wichtiger — Schritt ist. Wir
charakterisieren einige Standardaufgaben der Datenanalyse und geben eine
Liste einiger wichtiger Datenanalysemethoden an.

1.1 Daten und Wissen

In diesem Skript unterscheiden wir zwischen Daten und Wissen. Aussagen
wie ,, Kolumbus entdeckte Amerika im Jahre 1492.“ oder ,,Herr Meier fahrt
einen VW Golf.“ sind Daten. Dabei sehen wir es als irrelevant an, ob wir
diese Aussagen schon kennen, ob wir sie im Augenblick zu irgendeinem
Zweck benotigen usw. Die wesentliche Eigenschaft dieser Aussagen ist, daf3
sie sich auf einzelne Ereignisse, Objekte, Personen, Zeitpunkte etc. beziehen,
also allgemein auf Einzelfille. Deshalb ist, selbst wenn sie wahr sind, ihr
Geltungsbereich und damit auch ihr Nutzen sehr eingeschrankt.

Im Gegensatz dazu besteht Wissen in Aussagen wie ,,Alle Massen zie-
hen sich an.“ oder “Jeden Tag um 17 Uhr fahrt ein Zug von Magdeburg
nach Berlin.“. Wieder vernachléssigen wir die Relevanz der Aussagen fiir
unsere augenblickliche Situation and ob wir sie bereits kennen. Wesentlich
ist, daf} sich diese Aussagen nicht auf Einzelfille beziehen, sondern allge-
meine Gesetze oder Regeln sind. Daher haben sie, wenn sie wahr sind, einen
groflen Geltungsbereich, vor allem aber erlauben sie uns, Voraussagen zu
machen, und sind folglich sehr niitzlich.
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Zugegeben: Im Alltag nennen wir auch Aussagen wie ,, Kolumbus ent-
deckte Amerika im Jahre 1492“ Wissen. Hier vernachlédssigen wir jedoch
diese recht unscharfe Verwendung des Begriffs ,, Wissens“ und bedauern,
daf sich offenbar keine mit der Alltagssprache vollig konsistente Terminolo-
gie finden l&8t. Weder einzelne Aussagen iiber Einzelfille noch Sammlungen
solcher Aussagen sollen uns als Wissen gelten.

Zusammenfassend konnen Daten und Wissen so gekennzeichnet werden:

Daten

e beziehen sich auf Einzelfille
(einzelne Objekte, Personen, Ereignisse, Zeitpunkte usw.)

e beschreiben individuelle Eigenschaften

e sind oft in groffen Mengen verfiigbar
(Datenbanken, Archive)

e sind meistens einfach zu sammeln oder zu beschaffen
(z.B. Scannerkassen in Supermirkten, Internet)

e erlauben uns nicht, Voraussagen zu machen

Wissen

e beziehen sich auf Klassen von Fillen
(Mengen von Objekten, Personen, Ereignissen, Zeitpunkten usw.)

e beschreiben allgemeine Muster, Strukturen, Gesetze, Prinzipien usw.

e bestehen aus so wenigen Aussagen wie moglich
(dies ist eine Zielsetzung, siehe unten)

e ist meistens schwer zu finden oder zu erwerben
(z.B. Naturgesetze, Ausbildung)

e erlaubt uns, Voraussagen zu machen

Aus diesen Charakterisierungen sieht man deutlich, daf§ im allgemeinen Wis-
sen sehr viel wertvoller ist als (rohe) Daten. Es ist hauptsichlich die Allge-
meinheit der Aussagen und die Moglichkeit, Voraussagen iiber das Verhalten
und die Eigenschaften neuer Fille machen zu kinnen, die seine Uberlegen-
heit ausmachen.

Allerdings ist nicht jede Art von Wissen genauso wertvoll wie jede an-
dere. Nicht alle allgemeinen Aussagen sind gleich wichtig, gleich gehaltvoll,
gleich niitzlich. Wissen mufl daher bewertet werden. Die folgende Liste, von
der wir jedoch nicht behaupten wollen, dafl sie vollstéindig sei, fithrt einige
der wichtigsten Kriterien auf:
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Kriterien zur Bewertung von Wissen

e Korrektheit (Wahrscheinlichkeit, Testerfolg)
Allgemeinheit (Geltungsbereich, Geltungsbedingungen)
o Niitzlichkeit (Relevanz, Vorhersagekraft)
Versténdlichkeit (Einfachheit, Klarheit, Sparsamkeit)

Neuheit (vorher unbekannt, unerwartet)

In der (Natur-)Wissenschaft stehen Korrektheit, Allgemeinheit und Ein-
fachheit (Sparsamkeit) im Vordergrund: Man kann (Natur-)Wissenschaft
charakterisieren als die Suche nach einer korrekten Minimalbeschreibung
der Welt. In Wirtschaft und Industrie dagegen wird mehr Wert auf Niitz-
lichkeit, Verstandlichkeit und Neuheit gelegt: Das Hauptziel besteht darin,
einen Wettbewerbsvorteil zu erreichen und so hohere Gewinne zu erwirt-
schaften. Nichtsdestotrotz kann es sich keiner der beiden Bereiche leisten,
die jeweils anderen Kriterien zu vernachlissigen.

Tycho Brahe und Johannes Kepler

Tycho Brahe (1546-1601) war ein dénischer Adeliger und Astronom, der
mit der finanziellen Unterstiitzung von Konig Frederik II in den Jahren 1576
und 1584 zwei Sternwarten auf der Insel Hven, etwa 32 km norddstlich von
Kopenhagen, errichtete. Unter Verwendung der besten Instrumente seiner
Zeit (Fernrohre waren noch unbekannt — sie wurden erst spéter von Galileo
Galilei (1564-1642) und Johannes Kepler (siehe unten) zur Himmelsbeob-
achtung eingesetzt) bestimmte er die Positionen der Sonne, des Mondes und
der Planeten mit einer Genauigkeit von weniger als einer Bogenminute, was
alle bis dahin durchgefiihrten Messungen weit iibertraf. Er erreichte in der
Praxis die theoretische Genauigkeitsgrenze fiir Beobachtungen mit dem blo-
Ben Auge. Sorgfiltig zeichnete er die Bewegungen der Himmelskorper iiber
mehrere Jahre hinweg auf [Greiner 1989, Zey 1997].

Tycho Brahe sammelte Daten iiber unser Planetensystem — grofle Men-
gen von Daten, jedenfalls vom Standpunkt des 16. Jahrhunderts aus. Aber
er war nicht in der Lage, sie in einem einheitlichen Schema zusammenzu-
fassen, z.T. deshalb, weil er am geozentrischen System festhielt. Er konnte
genau sagen, wo z.B. der Mars an einem bestimmten Tag des Jahres 1582
gestanden hatte, aber er konnte die Positionen an verschiedenen Tagen nicht
durch eine Theorie zueinander in Beziehung setzen. Alle Hypothesen, die er
aufstellte, scheiterten an seinen hochgenauen Daten. Zwar entwickelte er
das (im 17. Jahrhundert zeitweise populédre) tychonische Planetensystem,



1.1. DATEN UND WISSEN )

in dem sich Sonne und Mond um die Erde, alle anderen Planeten aber (auf
Kreisen) um die Sonne bewegen, doch bewéhrte sich dieses System nicht.
Heute kénnten wir sagen, dal Tycho Brahe ein ,Data-Mining-“ oder ,, Wis-
sensentdeckungsproblem* hatte. Er verfiigte iiber die notwendigen Daten,
aber er konnte das enthaltene Wissen nicht herausziehen.

Johannes Kepler (1571-1630) war ein deutscher Astronom und Mathe-
matiker und Assistent von Tycho Brahe. Er vertrat das kopernikanische
Planetensystem und versuchte sein Leben lang, die Gesetzméfigkeiten zu
finden, die die Bewegungen der Planeten bestimmen. Er suchte nach ei-
ner mathematischen Beschreibung, was fiir seine Zeit ein geradezu radikaler
Ansatz war. Sein Ausgangspunkt waren die von Tycho Brahe gesammelten
Daten, die er selbst in spéteren Jahren erweiterte. Nach vielen erfolglo-
sen Versuchen und langen und miithsamen Berechnungen gelang es Kepler
schlielich, die Daten Tycho Brahes in drei einfachen Gesetzen, den nach
ihm benannten Keplerschen Gesetzen, zusammenzufassen. Nachdem er
1604 erkannt hatte, dafl die Marsbahn eine Ellipse ist, veroffentlichte er die
ersten beiden Gesetze in ,,Astronomia Nova“ im Jahre 1609, das dritte zehn
Jahre spéter in seinem Hauptwerk ,, Harmonica Mundi“ [Greiner 1989, Zey
1997, Feynman et al. 1963].

1. Jeder Planet bewegt sich um die Sonne auf einer Ellipse, in deren
einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. Der Radiusvektor von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen
Zeitintervallen gleiche Flachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich zuein-
3
ander wie die Kuben der Hauptachsen ihrer Umlaufbahnen: 7'~ a2.

Tycho Brahe hatte eine grofle Menge astronomischer Daten gesammelt, Jo-
hannes Kepler fand die Gesetze, mit denen sie erklart werden koénnen. Er
entdeckte das versteckte Wissen und wurde so zu einem der bekanntesten
,, Wissensentdecker® der Geschichte.

Heute sind die Arbeiten von Tycho Brahe fast vergessen, seine Kataloge
haben nur noch historischen Wert. Kein Lehrbuch der Astronomie enthilt
Ausziige seiner Messungen. Seine Beobachtungen und genauen Aufzeich-
nungen sind rohe Daten und haben daher einen entscheidenden Nachteil:
Sie vermitteln uns keine Einsichten in die zugrundeliegenden Mechanismen
und erlauben uns nicht, Voraussagen zu machen. Keplers Gesetze werden
dagegen in allen Astronomie- und Physiklehrbiichern behandelt, denn sie ge-
ben die Prinzipien an, nach denen sich sowohl Planeten als auch Kometen
bewegen. Sie fassen alle Beobachtungen Brahes in drei einfachen Aussagen
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zusammen. Auflerdem lassen sie Voraussagen zu: Kennt man die Position
und die Geschwindigkeit eines Planeten zu einem bestimmten Zeitpunkt, so
kann man mit Hilfe der Keplerschen Gesetze seine weitere Bahn berechnen.

1.2 Wissensentdeckung und Datenanalyse

Wie hat Johannes Kepler seine Gesetze gefunden? Wie ist es ihm gelungen,
in Tycho Brahes langen Tabellen und umfangreichen Katalogen jene einfa-
chen Gesetze zu entdecken, die die Astronomie revolutionierten? Wir wis-
sen nur wenig dariiber. Er wird eine grofle Zahl von Hypothesen ausprobiert
haben, von denen die meisten scheiterten, und er muf lange und komplizier-
te Berechnungen angestellt haben. Wahrscheinlich haben auflerordentliches
mathematisches Talent, hartnéckige Arbeit und eine nicht geringe Portion
Gliick schliefllich zum Erfolg gefithrt. Sicher ist auf jeden Fall, daf er nicht
iiber eine universelle Methode zur Entdeckung physikalischer oder astrono-
mischer Gesetze verfiigte.

Auch heute kennen wir keine solche Methode. Es ist immer noch einfa-
cher, Daten zusammenzutragen, von denen wir in der heutigen ,, Informati-
onsgesellschaft* (was auch immer das heiflen mag) férmlich {iberschwemmt
werden, als Wissen zu gewinnen. Wir brauchen nicht einmal mehr, wie Ty-
cho Brahe es noch mufite, gewissenhaft und ausdauernd zu arbeiten, um
Daten zu sammeln. Automatische Mefigerdte, Scanner, Digitalkameras und
Computer haben uns diese Last abgenommen. Die moderne Datenbanktech-
nologie erlaubt uns auflerdem, immer gréflere Mengen von Daten bequem
und leicht abrufbar zu speichern. Es ist in der Tat, wie John Naisbett sagte:
,» We are drowning in information, but starving for knowledge.“

Wenn es einen solchen hervorragenden Forscher wie Johannes Kepler
mehrere Jahre kostete, die von Tycho Brahe gesammelten Daten auszuwer-
ten, deren Umfang — gemessen an heutigen Standards — vernachlissigbar
klein erscheint und von denen er sogar nur die Daten iiber die Marsbahn
benutzte, wie konnen wir dann hoffen, mit den enormen Datenmengen fer-
tig zu werden, denen wir heute gegeniiberstehen? ,,Manuelle“ Analysen sind
schon lange nicht mehr durchfithrbar. Einfache Hilfsmittel, wie z.B. die Dar-
stellung von Daten in Diagrammen und Schaubildern gelangen schnell an
ihre Grenzen. Wenn wir nicht einfach vor der Datenflut kapitulieren wollen,
sind wir gezwungen, intelligente, rechnergestiitzte Verfahren zu entwickeln,
mit denen die Datenanalyse wenigstens teilweise automatisiert werden kann.
Dies sind die Methoden, nach denen in den Forschungsgebieten Wissen-
sentdeckung in Datenbanken (knowledge discovery in databases, KDD) und
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Data Mining gesucht wird. Zwar kénnen diese Methoden bei weitem nicht
Menschen wie Johannes Kepler ersetzen, aber es ist nicht ganz unplausi-
bel anzunehmen, dafl er, unterstiitzt durch diese Methoden und Werkzeuge,
sein Ziel etwas schneller erreicht hétte.

Oft werden die Begriffe ,,Wissensentdeckung“ und ,,Data Mining“ syn-
onym gebraucht. Wir wollen sie hier jedoch unterscheiden. Mit dem Begriff
Wissensentdeckung in Datenbanken bezeichnen wir einen Prozef3, der
aus mehreren Schritten oder Stufen besteht, und der iiberlicherweise so cha-
rakterisiert wird [Fayyad et al. 1996]:

Knowledge discovery in databases is the nontrivial process of
identifying valid, novel, potentially useful, and ultimately un-
derstandable patterns in data.

(Wissensentdeckung in Datenbanken ist der nicht-triviale Pro-
zef}, giiltige, neue, potentiell niitzliche, und schliefflich versténd-
liche Muster in Daten zu finden.)

En Schritt dieses Prozesses, wenn auch sicherlich einer der wichtigstens,
ist die eigentliche Datenanalyse oder Data Mining. In diesem Schritt
werden Modellierungs-, Analyse- und Entdeckungstechniken angewandst.

1.2.1 Der Prozefl der Wissensentdeckung

In diesem Abschnitt unterteilen wir den Wissensentdeckungsproze§ (KDD-
Proze$}) in zwei Vor- und fiinf Hauptstufen. Die Struktur, die wir hier be-
sprechen, ist jedoch nicht als bindend anzusehen. Bisher hat sich die For-
schungsgemeinschaft noch nicht auf ein einheitliches, allgemein anerkann-
tes Schema einigen koénnen. Die hier vorgestellte Struktur ist jedoch eng
mit dem CRISP-DM-Modell (CRoss Industry Standard Process for Data
Mining) [Chapman et al. 1999] verwandt, das eine genaue Erklirung des
KDD-Prozesses liefert und einigen Einflufl hat, da es von grofien Industrie-
unternehmen wie NCR und DaimlerChrysler unterstiitzt wird.

Vorstufen

e Abschétzung des erreichbaren Nutzens
e Zieldefinition, Machbarkeitsstudie

Hauptstufen

e Priifen der Verfiigbarkeit und Qualitdt der Daten, Datenauswahl,
wenn notig: Datensammlung
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Vorverarbeitung (60-80% des Gesamtaufwandes)

— Vereinheitlichung und Transformation der Datenformate
— Datenreinigung

(Fehlerkorrektur, Ausreiererkennung, Auffiillen fehlender Werte)
— Reduktion / Fokussierung

(Ziehen von Stichproben, Attributauswahl, Prototyperzeugung)

e Datenanalyse und Data Mining
(mit einer Vielzahl von Methoden)

Visualisierung
(auch parallel zu Vorverarbeitung, Datenanalyse und Interpretation)

e Interpretation, Bewertung und Test der Ergebnisse

e Anwendung und Dokumentation

Die Vorstufen dienen i.w. dazu, herauszufinden, ob die Haupstufen durchlau-
fen werden sollten. Denn nur wenn der erreichbare Nutzen grofl genug ist
und die Anforderungen durch Datenanalyse- und Data-Mining-Methoden
erfiillt werden koénnen, kann man iiberhaupt hoffen, dafl die meist recht
aufwendigen und teuren Hauptstufen Friichte tragen werden.

In den Hauptstufen werden die Daten, die nach verstecktem Wissen
durchforstet werden sollen, zunichst gesammelt (wenn nétig), geeignete
Teilmengen werden ausgewahlt, und die Daten werden in ein einheitliches
Format iiberfiihrt, auf das sich Datenanalyse und Data-Mining-Methoden
leicht anwenden lassen. Dann werden sie gereinigt und reduziert, um die
Leistung, die Datenanalysealgorithmen erbringen konnen, durch Verbesse-
rung der Voraussetzungen, insbesondere der Datenqualitét, zu erhéhen. Die-
se Vorverarbeitungsschritte verschlingen i.a. den gréfiten Teil der Gesamt-
kosten. Je nach den Zielen und Aufgaben (eine Liste wichtiger Aufgaben
ist im néichsten Abschnitt zusammengestellt), die im Zieldefinitionsschritt
(2. Vorstufe) identifiziert wurden, werden anschliefend Datenanalyse- und
Data-Mining-Methoden angewandt (eine Liste wichtiger Methoden ist im
iibernéichsten Abschnitt zusammengestellt), deren Ergebnisse visualisiert
werden konnen, um sie zu interpretieren und zu bewerten.

Da das gewiinschte Ziel, z.B. die gewiinschte Vorhersagegiite, selten im
ersten Durchlauf erreicht wird, miissen mehrere Schritte der Vorverarbei-
tungsphase (z.B. die Attributauswahl) und die Anwendung von Datenana-
lyse- und Data-Mining-Methoden ggf. mehrfach wiederholt werden, um die
Ergebnisse zu verbessern. Sollte es nicht schon vorher offensichtlich gewesen
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sein, so wird dadurch deutlich, da3 die Wissensentdeckung in Datenban-
ken kein vollig automatisierbarer, sondern ein interaktiver Prozef} ist. Ein
Anwender mufl die Ergebnisse bewerten, sie auf Plausibilitdt priifen und
sie gegen zuriickbehaltene Daten testen. Wenn nétig, mufl er den Gang des
Prozesses éndern, so dafl dieser seine Anforderungen erfiillt.

1.2.2 Datenanalyse: Aufgaben

Im Laufe der Zeit haben sich typische Aufgaben herauskristallisiert, die
Datenanalyse- und Data-Mining-Aufgaben 16sen kénnen sollten (obwohl
natiirlich nicht jede Methode in der Lage sein muf, jede beliebige Aufgabe
zu 16sen — es ist gewohnlich die Kombination von Methoden, die die Stirke
eines Verfahrens ausmacht). Zu diesen Aufgaben gehéren insbesondere die
in der folgenden — sicherlich unvollstindigen — Liste aufgefithrten. Wir
kennzeichnen sie nicht nur durch ihren Namen, sondern auch durch eine
typische Fragestellung [Nakhaeizadeh 1998b].

o Klassifikation
Ist dieser Kunde kreditwiirdig?

e Segmentierung, Clustering
Welche Kundengruppen habe ich?

e Konzeptbeschreibung
Welche Eigenschaften kennzeichnen fehleranfillige Fahrzeuge?

e Vorhersage, Trendanalyse
Wie wird sich der Wechselkurs des US Dollar entwickeln?

e Abhiingigkeits-/ Assoziationsanalyse
Welche Produkte werden hdufig zusammen gekauft?

e Abweichungsanalyse
Gibt es saisonbedingte oder regionale Umsatzschwankungen?

Klassifikation und Vorhersage sind die hdufigsten Aufgaben, da ihre Lésung
direkte Auswirkungen z.B. auf den Umsatz und den Gewinn eines Unterneh-
mens haben kann. Abhéngigkeits- und Assoziationsanalyse stehen an zwei-
ter Stelle, denn sie kbnnen z.B. benutzt werden, um eine Warenkorbanalyse
durchzufiihren (d.h., um Produkte zu identifizieren, die hiufig zusammen
gekauft werden) oder um die Fehlerdiagnose von Produkten zu unterstiitzen,
und sind daher auch von hohem wirtschaftlichem Interesse.
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1.2.3 Datenanalyse: Methoden

Die Forschung im Bereich der Datenanalyse und des Data Mining ist hoch-
gradig interdisziplindr. Methoden, mit denen die im vorangehenden Ab-
schnitt genannten Aufgaben bearbeitet werden kénnen, wurden in einer
Vielzahl von Forschungsbereichen entwickelt, unter anderem, um nur die
wichtigsten zu nennen, Statistik, kiinstliche Intelligenz, maschinelles Lernen
und Soft Computing. Es gibt daher ein ganzes Arsenal an Methoden, die auf
einem weiten Spektrum von Ideen beruhen. Um einen Uberblick zu geben,
listen wir unten einige der bekanntesten Datenanalyse- und Data-Mining-
Methoden auf. Jeder Listeneintrag verweist auf einige wichtige Veroffent-
lichungen zu der jeweiligen Methode und zeigt auf, fiir welche Aufgaben
die Methode besonders geeignet ist. Natiirlich ist diese Liste weit davon
entfernt, vollstindig zu sein. Auflerdem sind die Verweise notwendigerwei-
se unvollstdndig und u.U. nicht die bestmoglichen, da der Verfasser dieses
Skriptes natiirlich nicht Experte fiir alle diese Methoden sein, alle wesent-
lichen Veréffentlichungen kennen und natiirlich auch nicht jeden nennen
kann, der zur Entwicklung einer Methode beigetragen hat.

e Klassische Statistik
(Parameterschitzung, Hypothesentest, Modelauswahl etc.)
[Larsen and Marx 1986, Everitt 1998]
Klassifikation, Vorhersage, Trendanalyse

e Entscheidungs- und Regressionsbdume
[Breiman et al. 1984, Quinlan 1986, Quinlan 1993]
Klassifikation, Vorhersage

e Bayes-Klassifikatoren
[Good 1965, Duda and Hart 1973, Langley et al. 1992]
Klassifikation, Vorhersage

e Probabilistische Netze (Bayes-Netze/Markow-Netze)
[Pearl 1988, Lauritzen and Spiegelhalter 1988, Heckerman et al. 1995]
Klassifikation, Abhéngigkeitsanalyse

¢ (Kiinstliche) neuronale Netze
[Anderson 1995a, Rojas 1996, Haykin 1994, Zell 1994]
Klassifikation, Vorhersage, Clustering

e Neuro-Fuzzy-Regelgenerierung
[Wang and Mendel 1992, Nauck and Kruse 1997, Nauck et al. 1997]
Klassifikation, Vorhersage
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o f-niichste-Nachbarn/fallbasiertes Schliefien
[Dasarathy 1990, Aha 1992, Kolodner 1993, Wettschereck 1994]
Klassifikation, Vorhersage

e Induktive Logikprogrammierung
[Muggleton 1992, de Raedt and Bruynooghe 1993]
Klassifikation, Assoziationsanalyse, Konzeptbeschreibung

o Assoziationsregeln
[Agrawal et al. 1993, Agrawal et al. 1996, Srikant and Agrawal 1996]
Assoziationsanalyse

e Hierarchische und probabilistische Clusteranalyse
[Bock 1974, Everitt 1981, Cheeseman et al. 1988, Mucha 1992]
Segmentatierung, Clustering

o Fuzzy-Clusteranalyse
[Bezdek and Pal 1992, Bezdek et al. 1999, Hoppner et al. 1999)
Segmentatierung, Clustering

e Conceptual Clustering
[Michalski and Stepp 1983, Fisher 1987, Hanson and Bauer 1989]
Segmentatierung, Konzeptbeschreibung

e und viele weitere

Obwohl es fiir jede Datenanalyseaufgabe mehrere verlédliche Methoden gibt,
mit denen sie gelost werden kann, gibt es, wie bereits oben angedeutet,
nicht eine Methode, die alle Aufgaben 16sen kann. Viele Verfahren sind
auf eine bestimmte Aufgabe zugeschnitten und jede von ihnen hat unter-
schiedliche Starken und Schwéchen. Auflerdem miissen gewohnlich mehre-
re Methoden kombiniert werden, um gute Ergebnisse zu erzielen. Daher
bieten kommerzielle Datenanalyseprogramme, wie z.B. Clementine (SPSS,
Chicago, IL, USA), DataEngine (Management Intelligenter Technologien
GmbH, Aachen, Deutschland), oder Kepler (Dialogis GmbH, Sankt Augu-
stin, Deutschland) mehrere der oben aufgefiihrten Methoden unter einer
einfach zu bedienenden graphischen Benutzeroberfliche an.! Bisher gibt es
jedoch kein System, das alle oben aufgefithrten Verfahren anbietet.

IDiese Datenanalyseprogramme wurden als Beispiele ausgewihlt, weil der Verfas-
ser dieses Skriptes mit ihnen recht gut vertraut ist. Fiir Clementine hat er das
Assoziationsregel-Lernprogramm entwickelt, das dem ,Apriori-Knoten“ zugrundeliegt,
und das Plug-In ,DecisionXpert“ fiir DataEngine basiert auf einem von ihm entwickelten
Entscheidungsbaum-Lernprogramm [Borgelt 1998, Borgelt and Timm 2000]. Letzteres
Programm wurde auch in Kepler eingebaut. Dies bedeutet jedoch nicht, daf3 die genann-
ten Programme anderen auf dem Markt verfiigharen Programmen iiberlegen seien.
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Einen Uberblick iiber und eine Bewertung verschiedener Datenanalyse-
werkzeuge gibt [Gentsch 1999]. Ausfiihrliche Listen verfiigharer Datenana-
lyseprogramme findet man z.B. auf den WWW-Seiten

http://www.statserv.com/datamsoft.html und
http://www.xore.com/prodtable.html.

Diese Seiten bieten Checklisten der von den Programmen angebotenen Me-
thoden und Verweise auf die WWW-Seiten der einzelnen Programme und
der Firmen, die sie anbieten.



Kapitel 2

Statistik

In [Sachs 1999] wird die Statistik so charakterisiert:

Statistik ist die Kunst, Daten zu gewinnen, darzustellen, zu ana-
lysieren und zu interpretieren, um zu neuem Wissen zu gelangen.

Diese Charakterisierung legt bereits nahe, dafl die Statistik fiir die Daten-
analyse sehr wichtig ist. In der Tat gibt es eine ganze Reihe statistischer Ver-
fahren, mit denen die Aufgabentypen bearbeitet werden koénnen, durch die
wir im vorangehenden Kapitel den Data-Mining-Schritt des KDD-Prozesses
charakterisiert haben, oder die Hilfsfunktionen erfiillen. Einige dieser Ver-
fahren stellen wir in diesem Kapitel vor, erheben jedoch keineswegs den
Anspruch, einen vollsténdigen Uberblick zu geben.

Die statistischen Verfahren, die wir betrachten werden, lassen sich grob
in zwei Klassen einordnen, die den beiden Hauptgebieten entsprechen, in
die sich die Statistik einteilen 1&8t, ndmlich

o die beschreibende (deskriptive) Statistik (Abschnitt 2.2) und die
o die beurteilende (schlieflende, induktive) Statistik (Abschnitt 2.4).

In der beschreibenden Statistik versucht man, Daten durch graphische Dar-
stellungen {ibersichtlicher zu machen und durch Berechnung von Kenn-
groffen zusammenzufassen. In der beurteilenden Statistik versucht man,
Schliisse iiber den datenerzeugenden Prozef} zu ziehen, also etwa Parameter
dieses Prozesses zu schétzen oder ein Modell auszuwéhlen. Grundlage vieler
Verfahren der beurteilenden Statistik ist die Wahrscheinlichkeitsrechnung
(Abschnitt 2.3), Ziel ist gewohnlich die Vorbereitung von Entscheidungen.

13
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2.1 Begriffe und Notation

Ehe wir uns den Verfahren zuwenden kénnen, miissen wir Begriffe einfiihren,
mit denen wir iiber Daten reden kénnen.

e Objekt, Fall
Durch Daten werden Objekte, Fille, Personen etc. beschrieben. Z.B.
werden durch medizinische Daten gewohnlich Patienten beschrieben,
durch Lagerhaltungsdaten gewohnlich Bauteile oder Produkte etc.

e (Zufalls-)Stichprobe
Die Menge der Objekte bzw. Félle, die durch einen Datensatz beschrie-
ben wird, nennen wir Stichprobe, die Grofle dieser Menge (Anzahl
Elemente) den Umfang der Stichprobe. Sind die Objekte bzw. Fiille
Ergebnisse eines Zufallsexperimentes (z.B. Ziehen von Lottozahlen),
so sprechen wir von einer Zufallsstichprobe.

e Merkmal, Attribut
Die Objekte bzw. Félle der Stichprobe werden durch ihre Merkmale
(Eigenschaften) beschrieben. Z.B. kénnten Patienten durch die Merk-
male Geschlecht, Alter, Gewicht, Blutgruppe etc., Bauteile durch ihre
Abmessungen, ihre elektrischen Kenngroflen etc. beschrieben werden.
Die Objekte bzw. Fille einer Stichprobe nennt man daher oft auch
allgemein Merkmalstrager.

e Merkmalsausprigung, Merkmalswert, Attributwert
Die Merkmale, mit Hilfe derer die Objekte/Fille beschrieben werden,
konnen unterschiedliche Ausprdigungen oder Werte annehmen. Z.B.
kann das Geschlecht eines Patienten weiblich oder mdnnlich sein, sein
Alter eine positive ganze Zahl etc. Die Menge der Werte, die ein Merk-
mal annehmen kann, nennen wir seinen Wertebereich.

e Stichprobenwert
Der Merkmalswert, den ein Merkmal fiir ein gegebenes Objekt bzw.
einen gegebenen Fall der Stichprobe annimmt, heifit Stichprobenwert.

Nach der Art der moglichen Merkmalsauspriagungen unterscheidet man ver-
schiedene Skalenarten (Merkmalsarten, Attributtypen). Diese Unterschei-
dung ist wichtig, da sich z.B. bestimmte Kenngroflen nur fiir bestimmte Ska-
lenarten berechnen lassen. Auch setzen einige statistische Verfahren Merk-
male bestimmter Art voraus. In Tabelle 2.1 sind die wichtigsten Skalenarten
— nominal, ordinal und metrisch — mit den auf ihnen moglichen Ope-
rationen und einigen Beispielen zusammengestellt.
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Skalenart mogliche Operationen | Beispiele
nominal Gleichheit Geschlecht
(kategorial, qualitativ) Blutgruppe
ordinal Gleichheit Schulnote
(rangskaliert, komparativ) grofer /kleiner Windstérke
metrisch Gleichheit Lénge
(intervallskaliert, quantitativ) | grofier/kleiner Gewicht

Differenz Zeit

evtl. Verhéltnis Temperatur

Tabelle 2.1: Die wichtigsten Skalenarten.

Bei Nominalskalen unterscheidet man oft noch nach der Anzahl der Aus-
prigungen dichotome bzw. alternative Merkmale (zwei Auspriigungen) und
polytome Merkmale (mehr als zwei Ausprigungen). Bei metrischen Skalen
unterscheidet man manchmal noch danach, ob nur Differenzen (Temperatur,
Kalenderzeit) oder auch Verhiltnisse (Linge, Gewicht, Zeitdauer) sinnvoll
berechnet werden koénnen. Im ersten Fall spricht man dann von einer In-
tervallskala, im zweiten von einer Verhdltnisskala. Wir werden von diesen
zusétzlichen Unterscheidungen hier jedoch absehen.

Wie aus den obigen Begriffserlduterungen bereits hervorgeht, besteht ein
Datensatz aus der Angabe von Stichprobenwerten fiir die Merkmalstriager
einer Stichprobe. Die Anzahl der Merkmale, die zur Beschreibung der Stich-
probe verwendet werden, nennen wir die Dimension des Datensatzes.

FEindimensionale Datensétze bezeichnen wir durch kleine Buchstaben
vom Ende des Alphabetes, also z.B. z, y, z. Diese Buchstaben stehen fiir das
Merkmal, das zur Beschreibung verwendet wird. Die Elemente des Daten-
satzes (die Stichprobenwerte) bezeichnen wir mit dem gleichen Buchstaben
und geben ihre Position im Datensatz durch einen Index an, allgemein al-
so x = (x1, 2, ...,T,) fiir eine Stichprobe vom Umfang n. (Ein Datensatz
wird als Vektor und nicht als Menge geschrieben, da verschiedene Merk-
malstréger den gleichen Stichprobenwert haben kénnen.) Mehrdimensionale
Datensétze schreiben wir als Vektoren von kleinen Buchstaben vom Ende
des Alphabetes. Die Elemente des Datensatzes sind dann ihrerseits Vektoren
von Stichprobenwerten. Einen zweidimensionalen Datensatz beispielsweise
schreiben wir (z,y) = ((z1,41), (z2,Y2),-- -, (Tn, Yn)), wobei x und y fiir die
beiden Merkmale stehen, durch die die Stichprobe beschrieben wird.
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ag | hy Tk Zf:l hi Z§:1 T

1|2 |£=008 2 2% =0.08
2|6 |L=024 8 2= =0.32
319 |4=036 17 L =0.68
415 | 5=020| 22 £ =088
513 | =012 25 2 =1.00

Tabelle 2.2: Eine einfache Haufigkeitstabelle, die die absoluten Héufigkei-
ten hg, die relativen Haufigkeiten rg, sowie die absoluten Summenh&ufig-
keiten Zle h; und die relativen Summenhé#ufigkeiten Zle r; zeigt.

2.2 Beschreibende Statistik

Die beschreibende Statistik hat die Aufgabe, Zustéinde und Vorginge an-
hand von Beobachtungsdaten zu beschreiben. Hierzu dienen Tabellen und
graphische Darstellungen sowie die Berechnung von Kenngrofien.

2.2.1 Tabellarische Darstellungen

Tabellen werden benutzt, um die Beobachtungsdaten selbst iibersichtlich
darzustellen, aber auch, um berechnete Kenngrofien zusammenzustellen.

Die einfachste tabellarische Darstellung eines (eindimensionalen) Daten-
satzes ist die Haufigkeitstabelle, die die Grundlage fiir die meisten graphi-
schen Darstellungen ist. In eine Haufigkeitstabelle wird zu jedem Merkmals-
wert seine (absolute oder relative) Haufigkeit in der Stichprobe eingetragen,
wobei die absolute Haufigkeit hy einfach die Hiufigkeit des Auftretens
eines Merkmalswertes aj, in der Stichprobe ist und die relative Haufig-
keit 7 definiert ist als r, = %’“ mit dem Stichprobenumfang n. Auflerdem
koénnen Spalten fir die kumulierten (absoluten oder relativen) Héufigkei-
ten (auch Summenhdufigkeiten genannt, vorhanden sein. Wir betrachten
als Beispiel den Datensatz

r=(3,4,3,2,5,3,1,2,4,3,3,4,4,1,5,2,2,3,5,3,2,4,3,2,3),

der z.B. die in einer Klausur verteilten Noten beschreiben konnte. Eine
diesen Datensatz darstellende Héufigkeitstabelle ist in Tabelle 2.2 gezeigt.
Offenbar vermittelt diese Tabelle einen wesentlich besseren Eindruck als der
oben gezeigte Datensatz, der nur die Stichprobenwerte auflistet.
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a; G2 a3 Qg Z
21 2 2 ? g 12 Tabelle 2.3: Eine Kontingenz-
bi . ) ) - | 14 tafel fiir zwei Attribute A und B.
Sl 10 08 12|44

FEine zwei- oder mehrdimensionale H&ufigkeitstabelle, in die fiir jede
Merkmalskombination ihre (absolute oder relative) Hiufigkeit eingetragen
wird — nennt man auch Kontingenztafel (seltener: Kontingenztabelle).
Ein Beispiel einer solchen Kontingenztafel fiir zwei Attribute A und B (mit
absoluten Haufigkeiten), die auch die Zeilen- und Spaltensummen, also auch
die Haufigkeiten der einzelnen Attribute enthéilt, zeigt Tabelle 2.3.

2.2.2 Graphische Darstellungen

Graphische Darstellungen dienen dazu, tabellarische Daten anschaulicher zu
machen. Dazu nutzt man im wesentlichen aus, dafl Zahlenwerte und Héufig-
keiten durch geometrische Groflen — z.B. Langen, Fliachen oder Winkel —
dargestellt werden konnen, die ein Mensch leichter erfassen kann als abstrak-
te Zahlenwerte. Die wichtigsten Typen graphischer Darstellungen sind:

e Stab-/Balken-/Siulendiagramm
Zahlenwerte, die z.B. Haufigkeiten des Auftretens verschiedener Merk-
malswerte in einer Stichprobe sein kénnen, werden durch die Langen
von Stidben, Balken oder Sdulen dargestellt. Man erhilt so einen guten
Eindruck der Zahlenverhéltnisse (sieche Abbildung 2.1a und b, in der
die Hiufigkeiten aus Tabelle 2.2 dargestellt sind).

e Flichen- und Volumendiagramm
Eng verwandt mit Stab- und Balkendiagrammen sind Flachen- und
Volumendiagramme, bei denen die Zahlenwerte — wie die Namen
ja schon sagen — durch Flichen und Volumen statt durch Léngen
dargestellt werden (sieche Abbildung 2.2, in der wieder die Hiufigkei-
ten aus Tabelle 2.2 dargestellt sind). Fldchen- und Volumendiagram-
me sind meist weniger anschaulich (es sei denn, die darzustellenden
GroBen sind Flidchen oder Volumen), da Menschen Schwierigkeiten
haben, Flicheninhalte und Volumen zu vergleichen und sich dabei oft
verschitzen. Dies sieht man schon in Abbildung 2.2: Kaum jemand
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a) 10 0.4 b) 10 0.4
0.3 0.3
5 0.2 5 0.2
‘ I l 0.1 0.1
0 I 1 1 1 1 0.0 0 T T T T T 0.0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
C) 10 0.4
0.3
5 0.2 Abbildung 2.1: Stab- (a) und
Lo.1 Balkendiagramm (b) sowie
0 I N Hiufigkeitspolygon (c¢)  fiir
1 2 3 4 5 die Daten aus Tabelle 2.2.

Abbildung 2.2: Flichendia-
gramm fiir die Daten aus Ta-
belle 2.2.

schétzt den Flécheninhalt des Quadrates fiir den Wert 3 (Haufigkeit 9)
dreimal so gro wie den des Quadrates fiir den Wert 5 (H&ufigkeit 3).

e Hiufigkeitspolygon und Liniendiagramm

Ein Héufigkeitspolygon entsteht, wenn man die Stabenden eines Stab-
diagrams durch ein Polygon verbindet. Es kann vorteilhaft sein, wenn
die Merkmalswerte eine Ordnung aufweisen und man die Entwick-
lung der Hiufigkeit iiber dieser Ordnung darstellen will (siehe Abbil-
dung 2.1c). Es kann auch verwendet werden, wenn z.B. Zahlenwerte
in Abhéngigkeit von der Zeit dargestellt werden sollen. In diesem Fall
spricht man von einem Liniendiagramm.

e Torten- und Streifendiagramm
Torten- und Streifendiagramme eignen sich besonders gut, wenn An-
teile an einer Gesamtmenge, also z.B. relative Haufigkeiten, deutlich
gemacht werden sollen. In einem Tortendiagramm werden die Anteile
durch Winkel, in einem Streifendiagramm durch Lingen dargestellt
(siche Abbildung 2.3).

e Mosaikdiagramm
Mit einem Mosaikdiagramm kénnen Kontingenztafeln (d.h. zwei- oder
mehrdimensionale Haufigkeitstabellen) dargestellt werden. Fiir das er-
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’ i BN
2 4
Abbildung 2.3: Torten- (a)
und Streifendiagramm  (b)
fiir die Daten aus Tabelle 2.2.

i Abbildung 2.4: Ein Mosaik-
I

diagramm fiir die Kontin-

genztafel aus Tabelle 2.3.
ste Attribut wird die horizontale Richtung wie in einem Streifendia-
gramm unterteilt. Jeder Abschnitt wird dann geméfl der Anteile des
zweiten Attributes vertikal aufgeteilt, und zwar wieder wie in einem
Streifendiagramm (siehe Abbildung 2.4). Im Prinzip kénnen beliebig
viele Attribute verwendet werden, indem man die entstehenden Mo-
saiksteine weiter abwechselnd in horizontaler und vertikaler Richtung
teilt. Allerdings kann die Ubersichtlichkeit schnell verlorengehen, wenn
nicht die Fugenbreiten und Einfirbungen der Mosaiksteine zur Un-
terstiitzung der Zuordnung zu den Attributen verwendet werden.

e Histogramm

Ein Histogramm sieht im Prinzip genauso aus wie ein Balkendia-
gramm, jedoch ist der Wertebereich des zugrundeliegenden Attributes
metrisch. Dadurch kann man i.a. nicht einfach die Haufigkeiten der
verschiedenen Attributwerte auszihlen, sondern mufl Zahlabschnitte
(engl.: bins, buckets) bilden. Die Breite (oder bei festem Wertebereich
dquivalent: die Anzahl) dieser Zihlabschnitte sind vom Anwender zu
wiihlen. Alle Zdhlabschnitte sollten die gleiche Breite haben, da Histo-
gramme mit unterschiedlich breiten Z&hlabschnitten schwer zu lesen
sind, und zwar aus den gleichen Griinden, aus denen Flachendiagram-
me (siehe oben) schwerer zu interpertieren sind als Balkendiagramme.
AufBlerdem kann es von der Abschnittsbreite und der Lage der Ab-
schnittgrenzen abhéngen, ob ein Histogramm einen guten Eindruck
der Daten vermittelt.
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. . Abbildung 2.5: Ein einfaches
. Streudiagramm.

e Streudiagramm (scatter plot)
In einem Streudiagramm wird ein zweidimensionaler Datensatz metri-
scher Groflen dargestellt, indem die Stichprobenwerte als Punktkoor-
dinaten verwendet werden (sieche Abbildung 2.5). Ein Streudiagramm
ist sehr geeignet, wenn man herausfinden méochte, ob zwischen den bei-
den dargestellten Grofien eine Abhiingigkeit besteht (vergleiche auch
Abschnitt 2.2.4 und Kapitel 3).

Beispiele, wie graphische Darstellungen tduschen konnen (was in der Presse
und in Werbeprospekten von Unternehmen z.T. bewufit ausgenutzt wird),
findet man in den sehr lesenswerten Biichern [Huff 1954, Krédmer 1997].

2.2.3 Kenngroflen fiir eindimensionale Daten

Das Ziel der Berechnung von Kenngrofien ist, einen Datensatz durch wenige,
moglichst charakteristische Mafizahlen zu beschreiben. Man unterscheidet
im wesentlichen drei Arten von Kenngrofien:

e Lagemafle (Lokalisationsmafe)
Lagemafle geben die Lage der Daten im Wertebereich eines Merkmals
durch einen einzelnen Zahlenwert an.

e Streuungsmafle (Dispersionsmafle)
Streuungsmafle geben an, wie stark die Daten um den Lageparameter
streuen (wie stark sie von ihm abweichen) und zeigen so, wie gut der
Lageparameter die Daten beschreibt.

e Formmafle
Formmafle beschreiben die Form der Verteilung der Daten relativ zu
einer Referenzform. Als Referenzform wird iiblicherweise eine Gauf-
sche Glockenkurve gewéhlt.

Diese Kenngroflen, die sich spéter in der beurteilenden Statistik als sehr
niitzlich erweisen, werden wir im folgenden genauer besprechen.
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2.2.3.1 Lagemafe (Lokalisationsmafle)

Wie bereits gesagt, wird durch ein Lage- oder Lokalisationsmaf$ die Lage
der Daten im Wertebereich eines Merkmals durch einen einzelnen Merk-
malswert beschrieben. Dieser Wert soll die Daten moglichst gut wiederge-
ben. Z.B. sollte die Summe der Abweichungen der Daten von diesem Wert
moglichst gering sein. Die wichtigsten Lagemafle sind der Modalwert, der
Median (oder Zentralwert) und seine Verallgemeinerung, die Quantile, so-
wie der Mittelwert, der am haufigsten verwendet wird.

Modalwert Als (empirischen) Modalwert z* (auch Modus oder Mode) be-
zeichnet man einen Merkmalswert, der in dem zu beschreibenden Datensatz
am haufigsten auftritt. Er muf§ offenbar nicht eindeutig bestimmt sein, da es
mehrere Werte geben kann, die gleich héufig auftreten. Modalwerte kénnen
fiir alle Skalentypen bestimmt werden, da ihre Bestimmung nur einen Test
auf Gleichheit erfordert. Der Modalwert ist daher das allgemeinste Lage-
maf. Fiir metrische Daten ist er jedoch wegen der grofien Zahl moglicher
Merkmalswerte meist schlechter geeignet als andere Mafle. Man kann sich
im Falle metrischer Daten jedoch u.U. behelfen, indem man den Mittelwert
eines hochsten Histogrammstreifens als Modalwert definiert.

Median (Zentralwert) Man kann den (empirischen) Median oder Zen-
tralwert Z einfithren als einen Wert, der die Summe der absoluten Abwei-
chungen minimiert, fiir den also gilt

n
Z |x; — Z| = min.
i=1

Um einen Wert fiir £ zu bestimmen, leitet man die linke Seite des obigen
Ausdrucks nach Z ab und setzt diese Ableitung gleich 0. Man erhélt:

n
ngn(xi —) =0,
i=1

wobei sgn die Vorzeichenfunktion ist.! Folglich ist der Median ein Wert, der
»in der Mitte der Daten® liegt. D.h., es gibt in den Daten genauso viele
Werte, die groBer, wie Werte, die kleiner sind (daher auch Zentralwert).

IMan beachte, daB bei der iiblichen Definition der Vorzeichenfunktion diese Gleichung
nicht immer erfiillbar ist. Man begniigt sich dann mit einer besten Ann#herung an 0.
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Mit der obigen Charakterisierung ist der Median jedoch nur bei einer un-
geraden Anzahl von Merkmalstrigern immer eindeutig bestimmt. Bei einer
geraden Anzahl mufl dies dagegen nicht der Fall sein, wie das folgende Bei-
spiel zeigt: Gegeben sei der Datensatz (1,2,3,4). Offenbar minimiert jeder
Wert aus dem Intervall [2, 3] die Summe der absoluten Abweichungen. Um
einen eindeutigen Wert fiir den Median zu erhalten, definiert man bei einer
ungeraden Anzahl von Merkmalstriigern den Median als das arithmetische
Mittel der beiden Werte, die in der Mitte des Datensatzes liegen, in dem

obigen Beispiel also T = 2J2F3 =
Formal wird der Median so deﬁnlert Sei = (z(1, ..., %)) ein sortier-

ter Datensatz, d.h., es gelte Vi, j : (j > i) — (x(j) > #(;)). Dann heifit

T(ng1y, falls n ungerade,

IS
I

% (x(%) + .’L‘(%+1)) , falls n gerade,

der (empirische) Median des Datensatzes x.

Der Median kann fiir ordinale und metrische Merkmale bestimmt wer-
den, da lediglich ein Test auf grofler oder kleiner bendtigt wird, ndmlich fiir
die Sortierung der Merkmalsauspriagungen. Die Berechnung des Mittelwer-
tes der beiden mittleren Stichprobenwerte bei geradem Stichprobenumfang
wird bei rangskalierten Merkmalen durch Auswahl eines der beiden mitt-
leren Werte ersetzt, so dafl keine Rechnung notwendig ist. Die obige Cha-
rakterisierung des Medians iiber die absoluten Abweichungen, fiir die eine
Differenzbildung notig ist, dient im wesentlichen dazu, die Analogie zum
weiter unten behandelten Mittelwert aufzuzeigen.

Der Median metrischer Merkmale ist unempfindlich gegen lineare Trans-
formationen der Daten, d.h., es gilt

aﬁb:aier.

Quantile Wie wir gerade gesehen haben, ist der Median ein Wert, der so
bestimmt ist, dafl die Halfte der Stichprobenwerte des Datensatzes kleiner
sind. Diese Idee kann man verallgemeinern, indem man Werte so bestimmt,
daB ein Anteil p, 0 < p < 1, der Stichprobenwerte des Datensatzes keiner
ist. Diese Werte nennt man (empirische) p-Quantile. Der Median ist speziell
das (empirische) 7-Quantil eines Datensatzes.

Weltere wichtige Quantile sind das 1., 2. und 3. Quartil, fiir die 1 I %
bzw. 4 des Datensatzes kleiner sind. (Der Median ist also auch identisch
mit dem 2. Quartil.), sowie die Dezile (k Zehntel des Datensatzes kleiner)
und die Perzentile (k Hundertstel des Datensatzes kleiner).
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Man beachte, dal bei metrischen Merkmalen zur genauen Berechnung
des p-Quantils je nach Umfang der Stichprobe Anpassungen notwendig sein
konnen, die der Bildung des arithmetischen Mittels der beiden mittleren
Stichprobenwerte im Falle des Medians entsprechen.

Mittelwert Wihrend der Median die absoluten Abweichungen der Da-
tenpunkte minimiert, ist der (empirische) Mittelwert Z ist der Wert, der die
Summe der Abweichungsquadrate von den Stichprobenwerten minimiert, fiir
den also gilt

n

Z(xi —2)? = min.

i=1

Um einen Wert fiir  zu bestimmen, leitet man die linke Seite des obigen
Ausdrucks nach Z ab und setzt diese Ableitung gleich 0. Man erhélt:

n

Z(m, —-I) = ixl —nZ =0,
i=1

i=1

also

Der Mittelwert ist folglich das arithmetische Mittel der Stichprobenwerte.
Der Mittelwert ist wie der Median unempfindlich gegen lineare Trans-
formationen der Daten, denn es gilt

ar +b=aT +b.

Zwar ist der Mittelwert das am héufigsten verwendete Lagemafl, jedoch
ist ihm bei

rangskalierten Merkmalen,
wenigen Mefwerten,
asymmetrischen Verteilungen und
Verdacht auf Ausreifler

der Median vorzuziehen, da der Median in diesen Fillen robuster ist und
einen besseren Eindruck der Daten vermittelt. Um den Mittelwert robuster
gegen Ausreifler zu machen, 148t man bei seiner Berechnung manchmal den
grofiten und den kleinsten Stichprobenwert, zuweilen auch mehrere Extrem-
werte, weg.
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2.2.3.2 Streuungsmafle (Dispersionsmafle)

Wie bereits oben erwdhnt, geben Streuungsmafle an, wie stark die Daten
um einen Lageparameter streuen und damit, wie gut der Lageparameter
die Daten beschreibt. Denn ein Lageparameter allein, der ja nichts iiber die
Grofle der Abweichungen aussagt, kann iiber die wahre Situation téuschen,
wie der folgende Statistikerwitz verdeutlicht: “A man with his head in the
freezer and feet in the oven is on the average quite comfortable.” (Ein Mann
mit seinem Kopf im Kiihlschrank und Fiilen im Ofen hat es im Durchschnitt
recht angenehm.)

Spannweite Als Spannweite bezeichnet man die Differenz zwischen dem
grofiten und dem kleinsten in der Stichprobe auftretenden Merkmalswert.

— —_ n : n
R = Tmax — Tmin = max,_ x; —min;_;z;

Die Spannweite ist zwar ein sehr intuitives Streuungsmaf, jedoch leider sehr
anfillig fiir Ausreifler.

Interquantilbereich Als p-Interquantilbereich, 0 < p < %, bezeichnet
man die Differenz zwischen dem (empirischen) (1 — p)- und dem (empiri-
schen) p-Quantil des Datensatzes. Hiufig verwendete Interquantilbereiche
sind der Interquartilbereich (p = i, Differenz zwischen dem 3. und 1. Quar-
til), der Interdezilbereich (p = 75, Differenz zwischen dem 9. und 1. Dezil)
und der Interperzentilbereich (p = ﬁ7 Differenz zwischen dem 99. und
1. Perzentil). Fiir kleines p wird mit dem p-Interquantilbereich die Idee, den
Mittelwert durch Weglassen von Extremwerten robuster zu machen, auf die
Spannweite iibertragen.

Mittlere absolute Abweichung Die mittlere absolute Abweichung ist
das arithmetische Mittel der absoluten Abweichungen vom Median oder
vom (empirischen) Mittelwert. Es ist

dj::béxi—ﬂ

die mittlere absolute Abweichung bzgl. des Medians und

n

do= > lwi —7

i=1
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die mittlere absolute Abweichung bzgl. des Mittelwertes. Es gilt dz < dz, da
der Median die Summe der absoluten Abweichungen und damit natiirlich
auch die mittlere absolute Abweichung minimiert.

Varianz und Standardabweichung In Analogie zur absoluten Abwei-
chung konnte man auch die mittlere quadratische Abweichung berechnen.
(Man erinnere sich, dafl der Mittelwert die Summe der quadratischen Ab-
weichungen minimiert.) Doch statt

1
2 _ 2
sfn_lg(:cl z)

=1

als Streuungsmaf} und bezeichnet es als die (empirische) Varianz der Stich-
probe. Den Grund fiir den Nenner n — 1 liefert die beurteilende Statistik, in
der die Kenngroflen der beschreibenden Statistik eine wichtige Rolle spielen.
Eine genauere Erklarung wird im Abschnitt 2.4.2 iiber Parameterschitzung
nachgeliefert (Erwartungstreue des Schiitzers fiir die Varianz).

Die positive Quadratwurzel aus der Varianz, also

5:@: ! Z(Iifj)a

n—1+4%
1=1

nennt man die (empirische) Standardabweichung oder (empirische) Streu-
ung der Stichprobe.

Man beachte, daf§ die (empirische) Varianz oft bequemer durch die sich
aus der folgenden Umformung ergebende Formel berechnet werden kann:
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Der Vorteil dieser Formel ist, daf sie erlaubt, die (empirische) Varianz mit
nur einem Durchlauf durch die Daten zu berechnen, indem man in diesem
Durchlauf die Summe der Stichprobenwerte und die Summe ihrer Quadrate
bestimmt. Mit der urspriinglichen Formel werden dagegen zwei Durchldufe
benétigt: Im ersten Durchlauf wird der Mittelwert berechnet, im zweiten
aus der Summe der quadratischen Abweichungen der Daten von Mittelwert
die Varianz.

2.2.3.3 Formmalfle

Zeichnet man ein Histogramm metrischer Beobachtungsdaten, so zeigt sich
sehr oft ein etwa glockenférmiger Verlauf. Dieser weicht aber gew6hnlich
mehr oder weniger stark von einer idealen Gaufischen Glockenkurve (Nor-
malverteilung) ab. Die Verteilung ist z.B. unsymmetrisch oder anders ge-
wolbt. Mit Formmaflen versucht man diese Abweichungen zu messen.

Schiefe (skewness) Die Schiefe (skewness) o gibt an, ob, und wenn ja,
wie stark eine Verteilung von einer symmetrischen Verteilung abweicht.? Sie
wird berechnet als

3 . Ty — T
g = 3 fx E mit 2 = .
n-s S

Fiir eine symmetrische Verteilung ist a3 = 0. Bei positiver Schiefe ist die
Verteilung linkssteil, bei negativer Schiefe rechtssteil (sieche Abbildung 2.6).

Wélbung (Steilheit, Exzef3, Kurtosis) Die Wolbung ay gibt an, wie
stark eine glockenformige Verteilung gewdlbt ist® (verglichen mit der GauB-

2Der Index 3 deutet an, da es sich um das 3. Potenzmoment der Stichprobe handelt.
3Der Index 4 deutet an, daB es sich um das 4. Potenzmoment der Stichprobe handelt.
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PANRPVANIIAN

as < 0: rechtssteil a3 = 0: symmetrisch a3 > 0: linkssteil

Abbildung 2.6: Illustration des FormmafBes ,Schiefe*.

DANRPANIPAN

ay < 3: steilgipflig ayg = 3: Gaufiglocke ay > 3: flachgipflig

Abbildung 2.7: Illustration des Formmafes ,, Wolbung®.

schen Glockenkurve). Sie wird berechnet als

. T; — T
= 1 f:c E 4 mit 2 = .
-8 S

FEine ideale Gauflsche Glockenkurve hat eine Wélbung von 3. Bei einem
kleineren Wert als 3 ist die Verteilung steilgipfliger (leptokurtic), bei einem
groferen flachgipfliger (platikurtic) als eine Gaufische Glockenkurve (siehe
Abbildung 2.7). Manchmal wird auch ay—3 als Wolbung definiert, so daf die
Gauflsche Glockenkurve eine Wo6lbung von 0 hat und sich so am Vorzeichen
ablesen ldt, ob die Verteilung steil- oder flachgipflig ist.

2.2.3.4 Kastendiagramm (box plot)

Einige charakteristische Mafle, nimlich der Median, der Mittelwert, die
Spannweite und der Interquartilbereich werden gern in einem sogenann-
ten Kastendiagramm (box plot) dargestellt (siehe Abbildung 2.8): Die
duBeren Linien zeigen die Spannweite und der Kasten in der Mitte, der dem
Diagramm seinen Namen gibt, den Interquartilbereich, in den der Median
als durchgezogene, der Mittelwert als gestrichelte Linie eingezeichnet wer-
den. Offenbar erhélt man durch diese sehr einfache Graphik einen recht
guten Eindruck der Verteilung der Daten. Manchmal wird der Kasten, der
den Interquartilbereich darstellt, zum Mittelwert hin tailliert gezeichnet,
um die Lage des Mittelwertes hervorzuheben.
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—7— Tmax Maximum
Qs 3. Quartil Abbildung 2.8: Ein Kasten-
————— T Mittelwert diagramm (box plot) zur
Z=Q2 Median/2. Quartil Darstellung einiger wichtiger
O 1. Quartil statistischer Kenngrofien.
—— Tmin Minimum

2.2.4 Kenngroflen fiir mehrdimensionale Daten

Die im vorangehenden Abschnitt betrachteten Lage- und Streuungsmafe
lassen sich leicht auf mehrdimensionale Daten iibertragen, indem man die
Rechnungen mit Vektoren statt mit Skalaren ausfithrt. Wir betrachten hier
beispielhaft die Ubertragung des Mittelwertes und der Varianz, was uns zur
Kovarianz fithrt. Uber diese kommt man durch Normierung zum wichtigen
Maf des Korrelationskoeffizienten.

Mittelwert Der Mittelwert wird fiir mehrdimensionale Daten zum Vek-
tormittel der Datenpunkte, also etwa fiir zweidimensionale Daten:

n

(x,y) = E Z(mlvyl) = (i‘7:lj)

Man beachte, dal man das gleiche Ergebnis erhélt, indem man den Vektor
der Mittelwerte der einzelnen Merkmale bildet.

Kovarianz und Korrelation Auch das Streuungsmaf} der Varianz 148t
sich leicht auf mehrdimensionale Daten iibertragen, indem man die Rech-
nung mit Vektoren statt mit Skalaren ausfiithrt. Problematisch ist hochstens
das Quadrieren der Differenzen zwischen den Stichprobenelementen und
dem Mittelwertsvektor, da diese Differenzen nun Vektoren sind. Man ver-
wendet dazu das sogenannte duflere Produkt oder Matrixprodukt des
Differenzvektors mit sich selbst, das definiert ist als 75" (wobei T die Trans-
ponierung des Vektors bedeutet) und eine quadratische Matrix ergibt. Diese
Matrizen werden summiert und wie bei der Varianz durch den um 1 ver-
ringerten Stichprobenumfang geteilt. Das Ergebnis ist eine quadratische,
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symmetrische, positiv definite* Matrix, die sogenannte Kovarianzmatrix.
Fiir zweidimensionale Daten ist die Kovarianzmatrix definiert als

== (G)-C)(G)-C) -4 )

mit

n
1 .
s2 = E z? — nz? (Varianz von x)
n—1
i=1

1 n
sy = n_1 <; yi — ny2> (Varianz von y)

1 n
Spy = <Z TilYi — nacy) (Kovarianz von = und y)

n—11\4
i=1

Neben den Varianzen der Einzeldimensionen tritt hier eine weitere Grofle
auf, die sogenannte Kovarianz, die Aussagen iiber die Stérke der (linea-
ren) Abhéngigkeit der beiden Merkmale erméglicht. Da ihr Wert jedoch
auch von den Varianzen der beiden Einzeldimensionen abhéngt, wird sie
durch Division durch die Standardabweichungen der beiden Einzeldimen-
sionen normiert, womit man den sogenannten Korrelationskoeffizienten
(genauer: Pearsonscher Produktmoment-Korrelationskoeffizient) erhilt:

Say

Sz Sy

Man beachte, dafl der Korrelationskoeffizient der Kovarianz der in beiden
Merkmalen auf Mittelwert 0 und Standardabweichung 1 normierten Daten
entspricht. Der Korrelationskoeffizient hat einen Wert zwischen —1 und +1
und beschreibt die Stirke der linearen Abhéngigkeit zweier Grofen: Liegen
alle Datenpunkte genau auf einer steigenden Gerade, so hat er den Wert +1,
liegen sie genau auf einer fallenden Gerade, so hat er den Wert —1. Die
anschauliche Bedeutung von Zwischenwerten zeigt Abbildung 2.9.

Man beachte, daf} ein Korrelationskoeffizient von 0 nicht bedeutet, dafl
die betrachteten GréBen (stochastisch) unabhingig sind. Liegen die Daten-
punkte z.B. symmetrisch auf einer Parabel, so ist der Korrelationskoeffi-
zient r = 0. Dennoch besteht eine funktionale Abhéngigkeit der beiden
Groflen; diese Abhéngigkeit ist nur nicht linear.

4Eine Matrix M heiBt positiv definit, wenn fiir alle Vektoren @ # 0 gilt: 71 M# > 0.
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. schwache
keine positive
Korrelation Korrelation
starke starke
positive negative
Korrelation Korrelation

Abbildung 2.9: Tllustration der Bedeutung des Korrelationskoeffizienten.

Da die Kovarianz/Korrelation die lineare Abhiingigkeit zweier Grofien
beschreibt, ist es nicht verwunderlich, dafl man mit ihrer Hilfe auch eine
Ausgleichsgerade oder Regressionsgerade der Datenpunkte bestimmen
kann. Sie ist definiert als

-9 ="2@-7) baw. y="2(-2)+7
Sx SIC
Die Regressionsgerade kann als eine Art Mittelwertsfunktion aufgefafit wer-
den, mit der jedem z-Wert ein Mittelwert der y-Werte zugeordnet wird.
Diese Deutung wird auch dadurch gestiitzt, daf§ die Regressionsgerade die
Summe der Abweichungsquadrate der Datenpunkte (in y-Richtung) mini-
miert, wie es ja auch der Mittelwert tut. Genaueres zum Verfahren der
Regression und der Methode der kleinsten Quadrate, auch Verallgemeine-
rungen auf gréflere Funktionenklassen, findet man in Kapitel 3.

2.2.5 Hauptkomponentenanalyse

Korrelationen zwischen den Merkmalen eines Datensatzes lassen sich aus-
nutzen, um die Dimension des Datensatzes zu reduzieren. Denn wenn ein
Merkmal stark mit einem anderen korreliert ist, so ist ja das eine Merkmal
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i.w. eine lineare Funktion des anderen. Es reicht dann oft aus, nur eines der
beiden Merkmale zu betrachten, da ja das andere zur Not (iiber die Regres-
sionsgerade) nidherungsweise rekonstruiert werden kann. Dieser Ansatz hat
jedoch den Nachteil, daf} es, besonders bei mehreren korrelierten Merkma-
len, nicht ganz leicht ist, die wegzulassenden Merkmale auszuwéhlen.

Eine bessere Moglichkeit zur Dimensionsreduktion ist die sogenannte
Hauptkomponentenanalyse. Die Idee dieses Verfahrens ist, nicht einen
Teil der Merkmale auszuwéhlen, sondern eine geringere Anzahl neuer Merk-
male als Linearkombinationen der alten zu konstruieren. Diese neuen Merk-
male sollen den Grofiteil der Informationen des Datensatzes enthalten, wo-
bei der Informationsgehalt iiber die (geeignet normierte) Varianz gemessen
wird: Je grofer die (normierte) Varianz, um so wichtiger das Merkmal.

Um die neuen Merkmale zu finden, normiert man zunéchst die Daten
auf Mittelwert 0 und Standardabweichung 1 in allen Merkmalen, damit die
Skalierung der Daten (also z.B. die Gréfleneinheiten, in denen die Merkma-
le angegeben sind) keinen Einfluf hat. Anschlieflend sucht man eine neue
Basis des Datenraums, also senkrecht zueinander stehende Richtungen, und
zwar so, daff die Varianz der (normierten) Daten in der ersten Richtung am
grofiten unter allen moglichen Richtungen im Datenraum ist, die Varianz
in der zweiten am grofften unter allen Richtungen, die senkrecht zur ersten
stehen, die Varianz in der dritten am gréfiten unter allen Richtungen, die
senkrecht zur ersten und zur zweiten stehen usf. Schliefllich transformiert
man die Daten auf die neue Basis des Datenraums und 148t einige der neu-
en Merkmale weg, ndmlich jene, beziiglich der die transformierten Daten
die geringste Varianz aufweisen, wobei man anhand der Varianzsumme ent-
scheidet, wie viele Merkmale weggelassen werden.

Formal lassen sich die oben beschriebenen Richtungen finden, indem man
eine Hauptachsentransformation der Korrelationsmatrix (d.i. die Ko-
varianzmatrix der auf Mittelwert 0 und Standardabweichung 1 normierten
Daten) durchfiihrt. D.h., man sucht nach einer Rotation des Koordinaten-
systems, so dafl die Korrelationsmatrix zu einer Diagonalmatrix wird. Die
Elemente dieser Diagonalmatrix geben dann die Varianzen beziiglich der
neuen Basis des Datenraums an, wahrend alle Kovarianzen verschwinden.
Wie aus der linearen Algebra (siche z.B. [Jénich 1983]) bekannt, besteht
eine Hauptachsentransformation in der Berechnung der Eigenwerte und
Eigenvektoren einer Matrix. Die Eigenwerte sind die Diagonalelemente
der sich ergebenden Diagonalmatrix, die Eigenvektoren sind die gesuchten
Richtungen im Originalraum. Nach der Grofle der Eigenwerte werden dann
diejenigen Richtungen ausgewihlt, beziiglich derer die Daten nun beschrie-
ben werden und die Daten werden auf diese Richtungen projiziert.
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] | E: Abbildung 2.10: Die drei Haupt-
@ tragheitsachsen eines Quaders.

Die folgende physikalische Analogie macht die Idee vielleicht noch etwas
klarer. Wie ein Korper auf eine Rotation um eine Achse reagiert, 1af3t sich
i.w. durch den sogenannten Triagheitstensor beschreiben [Greiner 1989)].
Der Trégheitstensor ist eine symmetrische 3 x 3-Matrix,

O=| Oy Oy O, |,
ewz @yz ezz

deren Diagonalelemente die Trigheitsmomente des Korpers beziiglich der
Achsen sind, die durch seinen Schwerpunkt verlaufen® und parallel zu den
Achsen des zur Beschreibung benutzten Koordinatensystems sind. Die {ibri-
gen Matrixelemente heiflen Deviationsmomente und beschreiben bei der
Rotation senkrecht zur Rotationsachse wirkende Kréfte, die sich daraus er-
geben, dafl i.a. der Drehimpulsvektor nicht parallel zum Winkelgeschwin-
digkeitsvektor steht. Es gibt jedoch fiir jeden Kérper drei Achsen, bzgl. der
die Deviationsmomente verschwinden, die sogenannten Haupttréigheits-
achsen (siehe Abbildung 2.10, die die Hauptrigheitsachen eines Quaders
zeigt).% Die Haupttrigheitsachsen stehen immer senkrecht aufeinander. In
dem durch die Hauptragheitsachsen gebildeten Koordinatensystem ist der
Tragheitstensor eine Diagonalmatrix.

Formal findet man die Haupttrigheitsachsen eines Korpers, indem man
eine Hauptachsentransformation eines Trégheitstensors (beziiglich eines be-
liebigen Koordinatensystems) durchfiihrt: Die Eigenvektoren des Triigheits-
tensors geben die Richtung der Haupttrigheitsachsen an.

5Das Trigheitsverhalten beziiglich der Rotation um Achsen, die nicht durch den
Schwerpunkt des Korpers verlaufen, 148t sich mit Hilfe des Steinerschen Satzes be-
schreiben, auf den wir hier jedoch nicht eingehen wollen. Interessenten seien auf die
Standardlehrbiicher der Mechanik, z.B. [Greiner 1989], verwiesen.

6Ein Koérper kann mehr als drei Rotationsachsen besitzen, beziiglich der die Devia-
tionsmomente verschwinden. Bei einer Kugel mit homogener Massenverteilung ist z.B.
jede Achse durch den Mittelpunkt der Kugel eine solche Achse. Jeder Koérper hat aber
mindestens drei solcher Achsen.
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Die Deviationsmomente bewirken in der Praxis durch die entstehenden
Querkrifte ein Riitteln in den Lagern der Achse. Da ein solches Riitteln
natiirlich zu einem schnellen Verschleif§ der Lager fiihrt, versucht man, die
Deviationsmomente zum Verschwinden zu bringen. Ein Automechaniker,
der ein Rad auswuchtet, fithrt also in gewisser Weise eine Hauptachsen-
transformation durch, denn er bringt die Achse des Wagens mit einer Haupt-
trégheitsachse des Rades zur Deckung. Allerdings tut er dies nicht, indem
er, wie bei der gewohnlichen Hauptachsentransformation, die Lage der Ro-
tationsachse éndert, denn die Richtung der Achse im Rad ist ja festgelegt.
Stattdessen édndert er, durch Anbringen kleiner Gewichte, die Massenvertei-
lung des Rades derart, dafl die Deviationsmomente verschwinden.

Mit dieser Analogie kann man sagen: Ein Statistiker sucht im ersten
Schritt der Hauptkomponentenanalyse nach den Achsen, um die sich ei-
ne Massenverteilung mit Einheitspunktgewichten an den Orten der Daten-
punkte ohne , Riitteln in den Lagern“ drehen 14t. Dann wéhlt er aus den so
gefundenen Hauptachsen einige aus, wobei die Achsen weggelassen werden,
um die die Rotation ,am schwersten geht®, fiir die also die Tragheitsmo-
mente am hochsten sind (in Richtung dieser Achsen ist die Varianz am
geringsten, senkrecht zu ihnen am hochsten).

Die Achsen werden formal iiber den Prozentsatz der erklirten Va-
rianz ausgewihlt. Man kann zeigen, daf§ die Summe der Eigenwerte einer
Korrelationsmatrix gleich der Dimension m des Datensatzes, also gleich der
Anzahl der Merkmale ist (z.B. [Kowalski 1979]). Dann ist es plausibel, den
Anteil, den die j-te Hauptachse an der Gesamtvarianz hat, zu definieren als

pj = ﬁ . 100%,
m

wobei A; der zur j-ten Hauptachse gehdrende Eigenwert ist.
Sei p(1),-..,Pm) eine absteigend sortierte Folge dieser Prozentsitze.
Man sucht nun fiir diese sortierte Folge den kleinsten Wert k, fiir den

k
Zp(j) > - 100%

j=1

mit einem vom Anwender gewihlten Anteil v gilt (z.B. a = 0.9), wihlt die
zugehorigen k£ Hauptachsen als neue Merkmale und projiziert die Daten auf
die zugehorigen Richtungen. Alternativ kann man festlegen, auf wieviele
Dimensionen man den Datensatz reduzieren mdochte, wéhlt entsprechend
viele Achsen nach absteigendem Prozentsatz und erhélt dann mit der obigen
Summe eine Aussage iiber den Informationsverlust.
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Beispiel zur Hauptkomponentenanalyse

Als Beispiel zur Hauptkomponentenanalyse betrachten wir die Reduktion
eines Datensatzes zweier korrelierter Groflen auf einen eindimensionalen Da-
tensatz. Gegeben sei der folgende zweidimensionale Datensatz:

x| 5| 15|21 |29 |31 |43 |49 |51 |61 |65
y 3335|2421 |27 |16 |18 | 10| 4 | 12

Schon aus dieser Tabelle — und noch besser in Abbildung 2.11 — ist zu
sehen, daf} die beiden Grofien stark negativ korreliert sind, eine Reduktion
auf eine Dimension also ohne grofien Informationsverlust moglich ist. Als
ersten Schritt berechnen wir die Korrelationsmatrix. Dazu normieren also
die Daten auf Mittelwert 0 und Standardabweichung 1 und berechnen die
Kovarianzmatrix der so normierten Daten. Es ist

10
B 1 370
T = E;% =10 =37,
10
1 200
y = — 4 = — = 20,
LTI ;y 10
10
1 17290 — 13690
2 _ 2 =2 _ _ _
=3 <§1x — 10z > =5 =40 = s =20,

10
1 4900 — 4000
2 2 —2
Sy 9 (ZE 1yi 10y ) = 9 =100 = s, =10.

Mit diesem Ergebnis transformieren wir die Daten gemaf

r— -y
z = und y’:u
S Sy
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und erhalten als normierten Datensatz:

2| -16|-11|-08|—-04]|—-0.3 0.3 0.6 0.7 1.2 1.4
y 1.3 1.5 0.4 0.1 0.7|-04|-02|-10|—-16| —0.8

Die Kovarianz dieser normierten Grofien ist der Korrelationskoeffizient

—8 28 23
T = Sgry = szyz = =5 = —0.92

und die Korrelationsmatrix lautet folglich

1 - 2
s_1( 9 828 _ (1 -3
9\ —828 9 - ]

(Man beachte, dal die Diagonalelemente die Korrelationskoeffizienten der
beiden Variablen mit sich selbst und daher stets 1 sind.)

Fiir diese Korrelationsmatrix miissen wir eine Hauptachsentransforma-
tion durchfithren. Dazu bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren
dieser Matrix, also diejenigen Werte A; und Vektoren v;, ¢ = 1, 2, fiir die gilt

X0, =MNt;  bzw. (Z-NE); =0

mit der Einheitsmatrix E. Zur Berechnung der Eigenwerte A\; wéhlen wir
hier den Weg iiber das charakteristische Polynom”

529
AN =|Z-AE|=(1-)\?- 2
¢ = [Z = AB| = (1= A2 = =,
dessen Nullstellen die Eigenwerte
529 23 48 2
)\1/2 1+ 625 =1+ %, also )\1 = ?5 und )\2 = ?5

sind. Zu diesen Eigenwerten gehéren die (normierten) Eigenvektoren

(k) ()

U =—,——— un v =|—=,—4=],

T\ V2 T2 Ve
die man durch Einsetzen der Eigenwerte in

(Z - NE)T; =0

"Fiir grofere Matrizen ist dieser Weg allerdings numerisch instabil und sollte daher
durch ein anderes Verfahren ersetzt werden; siche z.B. [Press et al. 1992].
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und Losen des zugehorigen unterbestimmten Gleichungssystems erhilt.® Die
Hauptachsentransformation ist folglich die aus den Eigenvektoren als Spal-
ten zusammengesetzte orthogonale Matrix

1 1
V2 V2
V2 V2
fir die
T (M0
T YT = < 0

gilt. Um einfache Zahlen zu erhalten, transformieren wir den (normierten)
Datensatz jedoch nicht mit T7T sondern mit \/QTT7 also

()= ()

Mit Hilfe dieser Transformation werden die Daten auf die Hauptachsen
projiziert. Anschaulich werden bei der Multiplikation mit T von jedem
Datenpunkt Lote auf die beiden Hauptachsen gefillt und die Abstédnde der
FuBpunkte vom Koordinatenursprung als neue Koordinaten angesetzt. Man
erhilt als neuen Datensatz:

2" -29|-26|-12|-05|-1.0 0.7 0.8 1.7 2.8 2.2
y" | —0.3 04| -04|-03 0.4 ] -0.1 04| -03]|-04 0.6

Dieser Datensatz beschreibt die Datenpunkte in dem durch die Hauptach-
sen gebildeten Koordinatensystem. Da die y”-Werte verglichen mit den z”-
Werten nur wenig schwanken (ohne den Faktor V2 giiben die Eigenwer-
te Ay = % und Ay = % die Varianzen in diesen beiden Dimensionen an, mit
ihm sind sie doppelt so grof}), kann man sich auf die z”-Werte beschriinken
und hat so die Daten auf eine Dimension reduziert.

Man beachte, dafl man diesen Datensatz direkt aus den Ausgangsdaten
durch die Transformation

()= (5 ) (G)- ()

erhélt, die die Normierung der Daten und die Projektion auf die Hauptach-
sen zusammenfaflt.

8Man beachte, dal man bei zwei Variablen wegen der besonderen Form des charakteri-
stischen Polynoms unabhéngig von den Ausgangsdaten stets diese beiden Eigenvektoren
fiir die (auf Mittelwert 0 und Standardabweichung 1) normierten Daten erhilt.
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2.3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die im néchsten Abschnitt 2.4 besprochene beurteilende Statistik stiitzt
sich stark auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Sie benutzt wahrscheinlich-
keitstheoretische Begriffe und Methoden, um Aussagen iiber den datener-
zeugenden Proze zu machen. Dieser Abschnitt rekapituliert daher einige
wesentliche Begriffe und Sétze der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

2.3.1 Der Wahrscheinlichkeitsbegriff

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigt sich mit zufilligen Ereig-
nissen. Bei diesen ist zwar bekannt, welche Ereignisse {iberhaupt eintreten
konnen, nicht jedoch, welches der moglichen Ereignisse tatséchlich eintre-
ten wird. Beispiele sind das Werfen einer Miinze oder eines Wiirfels. In der
Wahrscheinlichkeitsrechnung wird einem zufélligen Ereignis eine Grofle —
genannt Wahrscheinlichkeit — zugeschrieben. Diese Grofle soll die Chance
oder die Tendenz des Eintretens des Ereignisses beschreiben.

2.3.1.1 Intuitive Wahrscheinlichkeitsbegriffe

Um eine intuitive Vorstellung zu bekommen, betrachten wir zunéchst die
klassische Definition der Wahrscheinlichkeit. Diese Definition ist eigentlich
eine Berechnungsvorschrift fiir Wahrscheinlichkeiten und ging aus Uberle-
gungen iiber die moglichen Ausgéinge in Gliicksspielen hervor:

Als Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A bezeichnet man das Ver-
héltnis der Anzahl der giinstigen Ereignisse N4 zur Gesamtzahl der unver-
einbaren gleichmdglichen Ereignisse [V:

_Na
=2

Dafl die Voraussetzung der Gleichmoglichkeit erfiillt ist, wird gewohnlich
durch Symmetrietiberlegungen hergeleitet. Die unvereinbaren gleichmogli-
chen Ereignisse werden Elementarereignisse genannt. Sie bilden den Er-
eignisraum. Andere zuféllige Ereignisse lassen sich als Kombination von
Elementarereignissen darstellen. Wesentliches Hilfsmittel fiir die Bestim-
mung von Wahrscheinlichkeiten auf der Grundlage der obigen Definition ist
die Kombinatorik, die Methoden zum Auszdhlen aller und der giinstigen
Fille bereitstellt (siehe Abschnitt 2.3.2.1).

Als Beispiel betrachten wir einen symmetrischen und aus homogenem
Material gefertigten Wiirfel. Der Ereignisraum besteht aus den Elemen-
tarereignissen , Die geworfene Augenzahl ist z.“, x € {1,2,3,4,5,6}. Das

P(A)
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Ereignis ,,Die geworfene Augenzahl ist gerade.“ ist aus den Elementarer-
eignissen ,,Die geworfene Augenzahl ist z.“, z € {2,4,6}, zusammengesetzt
und tritt daher in drei der sechs gleichméglichen Fille ein. Seine Wahr-
scheinlichkeit ist folglich % = %

Eine Verallgemeinerung des klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs wird
dadurch erreicht, dafl man die Forderung nach Gleichméglichkeit der Ele-
mentarereignisse aufgibt. Stattdessen wird ein Ereignisraum definiert und
jedem Elementarereignis eine Elementarwahrscheinlichkeit zugeordnet.
Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff ergibt sich dann als der Spezialfall
gleicher Elementarwahrscheinlichkeiten.

Eine andere intuitive Vorstellung der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen
ist die relative Haufigkeit. Ein Experiment mit zufilligem Ausgang werde
unter denselben Bedingungen n-mal durchgefiihrt. Ist A ein zufilliges Ereig-
nis, so tritt bei jeder Versuchsdurchfithrung A entweder ein oder nicht ein.
Die Zahl der Fille h,,(A), in denen A eintritt, heifit absolute Hiufigkeit,
der Quotient r,(A) = h"T(A) relative Hiufigkeit von A (vgl. Seite 16).

[von Mises 1928] hat versucht, die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Er-
eignisses zu definieren als den Grenzwert, dem sich die relativen Hiufigkeiten
fiir grole n beliebig ndhern, d.h.

P(A) = nlirrgo rn(A).
Doch das gelingt nicht. Es kann nicht ausgeschlossen werden, dafl Versuchs-
reihen auftreten, in denen

Vn>ng(e): P(A)—e<r,(A) <P(A)+e¢

nicht gilt, wie grofi auch immer ny gewdhlt werden mag. (Es ist nicht
unmoglich, wenn auch sehr unwahrscheinlich, daff beim Werfen eines Wiir-
fels nur Einsen geworfen werden.) Dennoch ist eine Vorstellung der Wahr-
scheinlichkeit als eine relative Haufigkeit oft hilfreich, insbesondere, wenn
man sie als unsere Schitzung der relativen Héufigkeit eines Ereignisses (bei
zukiinftigen Durchfithrungen des entsprechenden Versuchs) interpretiert.

Als Beispiel betrachten wir das Geschlecht eines neugeborenen Kindes.
Es werden etwa gleich viele Méadchen wie Jungen geboren. Die relative
Héufigkeit einer Madchengeburt ist folglich etwa gleich der relativen Hiufig-
keit einer Jungengeburt. Wir sagen daher, daf3 die Wahrscheinlichkeit, daf3
ein Médchen geboren wird (genauso wie die Wahrscheinlichkeit, daf} ein
Junge geboren wird) % betrdgt. Man beachte, dafl sich hier der Wert %
fiir die Wahrscheinlichkeit nicht — wie etwa bei einem Miinzwurf — aus
Symmetrieiiberlegungen ableiten 148t.
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2.3.1.2 Die formale Definition der Wahrscheinlichkeit

Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff und die Interpretation als relative
Héufigkeit sind stark in unserer Intuition verwurzelt. Die moderne Mathe-
matik hat sich jedoch die axiomatische Methode zu eigen gemacht, bei der
von der Bedeutung der Objekte, iiber die man spricht, abstrahiert wird. Sie
nimmt Objekte als gegeben an, die keine anderen Eigenschaften haben als
ihre Identitét (d.h., sie sind voneinander unterscheidbar), und untersucht
lediglich die Struktur der Relationen zwischen diesen Objekten, die sich aus
vorausgesetzten Axiomen ergibt.

Auch die Wahrscheinlichkeitstheorie wird daher heute axiomatisch auf-
gebaut, und zwar iiber die Kolmogorow-Axiome [Kolmogorow 1933]. Unter
einem Ereignis wird in diesen Axiomen einfach eine Menge von Elemen-
tareignissen verstanden, die unterscheidbar sind, d.h. eine Identitdt haben
(s.0.). Eine Wahrscheinlichkeit ist dann eine Zahl, die einem Ereignis zu-
geordnet wird, so dafl das System dieser Zahlen bestimmten Bedingungen
geniigt, die in den Axiomen festgelegt sind. Zunéichst definieren wir jedoch
die grundlegenden Begriffe ,Ereignisalgebra® und ,,o-Algebra“.

Definition 2.1 Sei S ein System von Ereignissen (Mengen) iber einer
Grundmenge Q von Elementarereignissen (dem Ereignisraum). S heifst
Ereignisalgebra genau dann, wenn gilt

1. S enthdlt das sichere Ereignis Q und das unmégliche Ereignis (.
2. Gehort A zu S, so gehort auch das Ereignis A =Q — A zu S.

3. Gehoren A und B zu S, so gehidren auch die Ereignisse AN B und
AUB zu S.

Es kann auflerdem die folgende Bedingung erfillt sein:

8’ Gehort fir alle i € IN das Ereignis A; zu S, dann gehioren auch die
Ereignisse | J;o ) A; und ;2] A; zu S.

In diesem Fall nennt man S eine o-Algebra.
Die Wahrscheinlichkeit wird nun iiber die folgenden Axiome definiert:

Definition 2.2 (Kolmogorow-Axiome)
Gegeben sei eine Ereignisalgebra S tber einem endlichen Ereignisraum €.

1. Die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A € S ist eine ein-
deutig bestimmte, nicht-negative Zahl, die hochstens gleich Fins sein

kann, d.h., es gilt 0 < P(A) < 1.
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2. Das sichere Ereignis §) besitzt die Wahrscheinlichkeit Eins: P(2) = 1.

3. Additionsaxiom: Fiir zwei unvereinbare (unvertrigliche) Ereignisse
A und B (also mit ANB =10) gilt P(AU B) = P(A) + P(B).

Bei Ereignisrdumen 2, die unendlich viele Elemente enthalten, muf8 S eine
o-Algebra sein und Aziom 3 ersetzt werden durch:

3’. erweitertes Additionsaxiom: Sind A;, A, ... abzihlbar unendlich
viele, paarweise unvereinbare Ereignisse, so gilt

Die Wahrscheinlichkeit P(A) 148t sich also als eine auf einer Ereignisalgebra
oder o-Algebra definierte Funktion mit bestimmten Eigenschaften sehen.
Aus Definition 2.2 ergeben sich unmittelbar die Folgerungen:

1. Fiir jedes Ereignis A gilt P(A) =1 — P(A).
2. Das unmégliche Ereignis besitzt die Wahrscheinlichkeit 0: P(f) = 0.
3. Aus A C B folgt P(A) < P(B).
4. Fiir beliebige Ereignisse A und B gilt
P(A—-B)=P(ANnB)=P(A)— P(ANB).
5. Fiir beliebige Ereignisse A und B gilt
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
6. Da P(A N B) nicht-negativ ist, folgt unmittelbar
P(AUB) < P(A)+ P(B).
7. Durch einfache Induktion erhilt man aus dem Additionsaxiom:

Sind A4, ..., A,, paarweise unvereinbare Ereignisse, so gilt
P(A1N...NAy) =" P(A4;).

Das Kolmogorowsche Axiomensystem ist widerspruchsfrei, da es Systeme
gibt, die allen diesen Axiomen geniigen. Die Axiomatik von Kolmogorow
gestattet es, die Wahrscheinlichkeitstheorie als Teil der Maf3itheorie auf-
zubauen und die Wahrscheinlichkeit als nichtnegative normierte additive
Mengenfunktion, d.h. als Maf} zu interpretieren.

Definition 2.3 Sei ) eine Menge von Elementarereignissen, S eine o-
Algebra iber Q und P eine Wahrscheinlichkeit, die auf S definiert ist. Dann
heifit das Tripel (Q, S, P) Wahrscheinlichkeitsraum.
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2.3.1.3 Deutungen der Wahrscheinlichkeit

Die Anwendung der abstrakten axiomatischen Theorie der Wahrscheinlich-
keit — wie jeder mathematischen Theorie — erfordert die Deutung der in
ihr auftretenden Begriffe, d.h. ihre Abbildung auf die Welt. In diesem Ab-
schnitt wenden wir uns kurz den damit verbundenen Problemen zu.

Eine Wahrscheinlichkeit wird gewohnlich einem Subjekt A zugesprochen.
Logisch erscheint sie also als ein Pradikat:

P(A) = A hat die Wahrscheinlichkeit P
P(A|B) = Wenn B, so hat A die Wahrscheinlichkeit P

Wir kénnen wenigstens vier allgemeine Fragen iiber den Sinn solcher Aus-
sagen stellen [von Weizsicker 1992]:

1. Was ist die Natur der moglichen logischen Subjekte A und B?

2. Was bedeutet dann das Prédikat P?

3. Welche moglichen Werte haben die Aussagen P(A) und P(A | B)?

4. Welche Griinde rechtfertigen uns, solche Aussagen zu machen?
Wir klassifizieren die tiblichen Antworten auf diese Fragen:

1. Das Subjekt A oder B kann sein
a) eine Aussage,
b) ein Ereignis (eine Ereignisklasse),
¢) eine menschliche Verhaltensweise.

2. Das Préadikat P kann sein
a) eine logische Relation,
b) eine relative Haufigkeit,
¢) eine Verhaltensregel.

3. Der Wert von P(A) oder P(A | B) kann sein

a) Wahrheit oder Falschheit,
b) eine Wahrscheinlichkeit (im Sinne einer physikalischen Grofie),
c¢) ein Nutzen.

4. Der Grund, P(A) oder P(A | B) zu behaupten, kann sein
a) logisch (sprachlich),
b) physikalisch,
¢) psychologisch.
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Die Antworten entsprechen den drei am weitesten verbreiteten Deutungen
des Wahrscheinlichkeitsbegriffes [Savage 1954, von Weizsécker 1992]:

a)

Die logische Deutung fafit die Wahrscheinlichkeit einer Aussage
oder eines Zustandes als Funktion eines moglichen Wissens auf. Gege-
ben ein Wissen und eine Aussage, so bestimmen die logischen Regeln
der Sprache die logische Wahrscheinlichkeit dieser Aussage beziiglich
dieses Wissens.

Die empirische (frequentistische) Deutung fafit Wahrscheinlich-
keitsaussagen als Darstellung statistischer Wahrheiten iiber die Welt
auf (etwa im Sinne physikalischer Eigenschaften), die sich in den Hiu-
figkeiten des Auftretens von Ereignissen niederschlagen.

Die subjektive (personalistische) Deutung fafit die Wahrschein-
lichkeit auf als Ausdruck einer Regel, der eine Person in einer gegebe-
nen Situation ,in ihrer niitzlichen Gewohnheit® folgt. Ein Zahlenwert
kann ihr in dieser Deutung iiber die Interpretation als Wettbereitschaft
zugeordnet werden.

Leider sind mit allen drei Deutungen Probleme verbunden:

2)

b)

c)

Die (Zahlen-)Werte der bedingten Wahrscheinlichkeiten sind nicht lo-
gisch begriindbar.

Die A-priori-Wahrscheinlichkeiten (speziell im Bayesschen Verfahren)
sind willkiirlich.

Der Erfolg oder Miflerfolg eines Wettsystems ist ein historisches Fak-
tum, insofern also nicht subjektiv.

Den Erfolg der Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie kann daher kei-
ne der drei Deutungen vollstédndig erklidren. Die Losung dieses (philosophi-
schen) Problems steht noch aus.

2.3.2 Grundlegende Methoden und Séitze

Nachdem wir die Wahrscheinlichkeit formal definiert haben, wenden wir
uns einigen grundlegenden Methoden und Sétzen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu, die wir an einfachen Beispielen erldutern. Hierzu gehoren die
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten auf kombinatorischem und geometri-
schem Wege, die Begriffe der bedingten Wahrscheinlichkeit und unabhéngi-
ger Ereignisse, der Produktsatz, der Satz tiber die vollsténdige Wahrschein-
lichkeit und schlielich der sehr wichtige Bayessche Satz.
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2.3.2.1 Kombinatorische Methoden
zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten

Wie schon erwéhnt, ist auf der Grundlage der klassischen Definition der
Wahrscheinlichkeit die Kombinatorik ein wichtiges Hilfsmittel zur Bestim-
mung von Wahrscheinlichkeiten. Wir beschréinken uns auf ein einfaches Bei-
spiel, namlich das beriihmte Geburtstagsproblem:

m Personen werden zufillig ausgewihlt. Wie grof} ist die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses A,,, dafl mindestens zwei dieser Personen am gleichen
Tag (Monat und Tag im Jahr, nicht jedoch Jahr) Geburtstag haben?

Vereinfachend vernachléssigen wir Schaltjahre. Auflerdem nehmen wir
an, dafl jeder Tag des Jahres als Geburtstag gleichmdoglich ist. Es ist offen-
sichtlich, daf fiir m > 366 zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben
miissen. Damit gilt

Ym >366: P(A;,)=1

Fiir m < 365 betrachten wir das komplementire Ereignis A,,, das eintritt,
wenn alle m Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben. Dieser
Ubergang ist eine oft angewandte Technik bei der Bestimmung von Wahr-
scheinlichkeiten. Numerieren wir die Personen, so kommen fiir die erste Per-
son 365, fiir die zweite 364, fiir die m-te 365 — m + 1 Tage in Frage. Da es
insgesamt 365™ mogliche Fille gibt, folgt

365364 (365 —m + 1)

P(A, ;
(Am) 365™
also 365 - 364 - (365 1)
P(A,)=1— .
(Am) 3657

Schon fiir m = 23 erhédlt man iiberraschenderweise P(Az3) ~ 0.507.

2.3.2.2 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Geometrische Wahrscheinlichkeiten sind eine Verallgemeinerung der klassi-
schen Definition der Wahrscheinlichkeit. Es wird nicht mehr das Verhéltnis
der Anzahl der giinstigen Fille zur Gesamtzahl der moglichen Félle be-
stimmt, sondern die Anzahlen werden durch geometrische Gréfien, etwa
Léngen oder Flachen, ersetzt.

Als Beispiel betrachten wir das von [Buffon 1733] untersuchte Spiel
Franc-Carreau: In diesem Spiel wird eine Miinze auf eine mit gleichen
Rechtecken bedeckte Fliache geworfen. Die Miinze habe den Radius r, die
Rechtecke die Kantenldngen a und b, wobei 2r < ¢ und 2r < b, so daf} die
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Miinze vollig in das Innere des Rechtecks hineinpafit. Gesucht ist die Wahr-
scheinlichkeit mit der die Miinze eine oder zwei Rechteckkanten schneidet.
Wenn wir in ein Rechteck ein kleineres mit den Kantenlingen a — 2r und
b— 2r legen, wobei die Mittelpunkte der Rechtecke zusammenfallen und die
Seiten parallel sind, so ist klar, dafy die Miinze die Seiten des Rechtecks ge-
nau dann nicht schneidet, wenn ihr Mittelpunkt in diesem inneren Rechteck
liegt. Da die Fliche des inneren Rechtecks (a — 2r)(b — 2r) ist, lautet die
gesuchte Wahrscheinlichkeit folglich

(a—2r)(b—2r)
ab

P(A)=1-

2.3.2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
und unabhiingige Ereignisse

Oft ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A zu bestimmen, wenn be-
reits bekannt ist, dafl ein Ereignis B eingetreten ist. Solche Wahrschein-
lichkeiten nennt man bedingte Wahrscheinlichkeiten und bezeichnet sie mit
P(A | B). Streng genommen, sind die ,unbedingten“ Wahrscheinlichkeiten,
die wir bisher betrachtet haben, auch bedingte Wahrscheinlichkeiten, da wir
sie stets unter bestimmten Bedingungen angegeben haben. So haben wir et-
wa angenommen, dafl der Wiirfel, mit dem wir werfen, symmetrisch und aus
homogenem Material gefertigt ist. Nur unter diesen, und gegebenfalls wei-
teren stillschweigend vorausgesetzten Bedingungen (z.B. keine elektroma-
gnetische Beeinfluung des Wiirfels etc.) haben wir die Wahrscheinlichkeit
jeder Augenzahl mit % angegeben.

Definition 2.4 Seien A und B zwei beliebige Ereignisse mit P(B) > 0.

Dann heifst

P(AB):P(]f(;)B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Bedingung) B.

Dazu ein einfaches Beispiel: Es werde mit zwei Wiirfeln geworfen. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, daf einer der beiden Wiirfel eine fiinf zeigt, wenn
bekannt ist, dafl die Summe der Augenzahlen acht ist? Beim Wurf mit zwei
Wiirfeln gibt es offenbar 36 Elementarereignisse, von denen fiinf die Au-
gensumme acht haben (444, 543 und 6+2, wobei die beiden letzten wegen
der zwei moglichen Verteilungen der beiden Zahlen auf die beiden Wiirfel
doppelt gezihlt werden miissen), d.h., es ist P(B) = 35—6. Das Ereignis ,,Au-
gensumme gleich acht und ein Wiirfel zeigt eine fiinf“ kann durch genau zwei
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Elementarereignisse erreicht werden: Entweder der erste Wiirfel zeigt eine
fiinf und der zweite eine drei oder umgekehrt. Folglich ist P(AN B) = &
und damit die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B) = 2.

Satz 2.1 (Produktsatz/Multiplikationssatz)
Fiir beliebige Ereignisse A und B gilt

P(ANB) = P(A| B)- P(B).

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Definition der bedingten Wahrschein-
lichkeit unter Hinzunahme der offensichtlichen Beziehung P(A N B) = 0,
wenn P(B) = 0.° Durch einfache Induktion iiber die Zahl der Ereignisse
erhiilt man die Verallgemeinerung fiir m Ereignisse:

Eine bedingte Wahrscheinlichkeit hat alle Eigenschaften einer Wahrschein-
lichkeit, d.h., sie erfiillt die Kolmogorow-Axiome. Damit gilt:

Satz 2.2 Fir ein fest gewdhltes Ereignis B mit P(B) > 0 stellt die durch
Pp(A) = P(A | B) definierte Funktion Pg eine Wahrscheinlichkeit dar, die

die Bedingung Pg(B) = 0 erfiillt.

Mit Hilfe des Begriffs der bedingten Wahrscheinlichkeit wird nun der Be-
griff der (stochastischen) Unabhéngigkeit von Ereignissen definiert. Dieser
Begriff 148t sich so motivieren: Wenn z.B. Rauchen keinen Einfluf} auf das
Entstehen von Lungenkrebs hat, so miifite in der Gruppe der Raucher und
der Nichtraucher der Anteil (die relative Haufigkeit) von Personen mit Lun-
genkrebs etwa gleich grof3 sein.

Definition 2.5 Sei B ein Ereignis mit 0 < P(B) < 1. Dann heifst das
Ereignis A (stochastisch) unabhingig von B, wenn gilt

P(A| B) = P(A| B).

Zu dieser Beziehung sind die beiden folgenden, meist leichter handhabbaren
Beziehungen dquivalent:

9Formal erscheint diese Argumentation jedoch nicht ganz sauber, da fir P(B) = 0
die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B) nicht definiert ist (siehe Definition 2.4). Da die
Beziehung jedoch in diesem speziellen Fall fiir eine beliebige Festlegung des Wertes von
P(A | B) gilt, sehen wir iiber diese Unsauberkeit hinweg.
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Satz 2.3 Das Ereignis A ist von dem Ereignis B mit 0 < P(B) < 1 genau
dann (stochastisch) unabhdingig, wenn gilt

P(A]B) = P(4)
oder dquivalent, wenn gilt
P(ANB)=P(A)-P(B).

Man beachte, dafl die Beziehung der (stochastischen) Unabhiingigkeit sym-
metrisch ist, d.h., ist A (stochastisch) unabhingig von B, so ist auch B
(stochastisch) unabhiingig von A. Weiter 1dfit sich der Begriff der (stocha-
stischen) Unabhiingigkeit leicht auf mehr als zwei Ereignisse erweitern:

Definition 2.6 m Ereignisse Ai,..., A, heiffen vollstindig (stocha-
stisch) unabhiingig, wenn fir jede Auswahl A;,, ..., A;, vont Ereignissen
mit Vr,s;1 < s <t:i,. #is gilt

(o) - T
k=1 k=1

Man beachte, daB fiir die vollstéindige (stochastische) Unabhéngigkeit von
mehr als zwei Ereignissen ihre paarweise Unabhéngigkeit zwar notwendig,
aber nicht hinreichend ist. Dazu betrachten wir ein einfaches Beispiel:

Es werde mit einem weiflen und einem roten Wiirfel geworfen. Seien A
das Ereignis ,Die Augenzahl des weiflen Wiirfels ist gerade®, B das Ereignis
»,Die Augenzahl des roten Wiirfels ist ungerade* und C' das Ereignis , Die
Augensumme ist gerade“. Man rechnet leicht nach, das sowohl A und B,
als auch B und C, als auch A und C paarweise (stochastisch) unabhingig
sind. Wegen P(AN BN C) = 0 (die Summe einer geraden und einer un-
geraden Augenzahl mufl ungerade sein), sind sie jedoch nicht vollstéindig
(stochastisch) unabhéngig.

2.3.2.4 Vollstindige Wahrscheinlichkeit und der Bayessche Satz

Oft hat man es mit Situationen zu tun, in denen die Wahrscheinlichkeit
von disjunkten, zusammen den ganzen Ereignisraum abdeckenden Ereignis-
sen A;, sowie die bedingten Wahrscheinlichkeiten eines weiteren Ereignis-
ses B unter den A; bekannt sind. Gesucht ist die Gesamtwahrscheinlichkeit
fiir das Ereignis B. Als Beispiel betrachte man etwa eine Fabrik, in der es
eine bestimmte Anzahl von Maschinen zur Herstellung des gleichen Produk-
tes gibt. Der Ausstofl der Maschinen sowie ihre jeweilige Ausschufirate seien
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bekannt, die Gesamtausschufirate soll berechnet werden. Eine solche Berech-
nung ermoglicht der Satz iiber die vollstdndige Wahrscheinlichkeit. Vorher
definieren wir aber noch den Begriff der vollsténdigen Ereignisdisjunktion.

Definition 2.7 m FEreignisse Ay, ..., Ay, bilden eine vollstéindige Ereig-
nisdisjunktion, wenn alle Paare A;, Ay, i # k unvereinbar sind (d.h.,
AiNAg =0 fiiri # k) und wenn gilt AyU---UA,, =Q, sie also zusammen
den ganzen Ereignisraum abdecken.

Satz 2.4 (Satz iiber die vollstindige Wahrscheinlichkeit)
Sei A1,..., A, eine vollstindige Ereignisdisjunktion mit Vi;1 < i < m
P(A;) > 0 (und, wie aus dem Additionsaziom folgt, > " P(A;) =
Dann gilt fir die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses

= ZP(B | Ai) P(As).
i=1

Den Satz tiber die vollstdndige Wahrscheinlichkeit erhélt man, indem man
den Produktsatz (siche Satz 2.1) auf die Beziehung

).

m

P(B)=P(BNQ) = (BmUA) (U(BﬂA,-)) :iP(BﬂAi)

i=1

anwendet, deren letzter Schritt aus dem Additionsaxiom folgt.

Mit Hilfe des Satzes iiber die vollstindige Wahrscheinlichkeit 148t sich
leicht der wichtige Bayessche Satz ableiten. Man muf sich nur klar machen,
daf sich der Produktsatz fiir Wahrscheinlichkeiten auf das gleichzeitige Ein-
treten zweier Ereignisse A und B in zweierlei Weise anwenden 1a8t:

P(ANB) = P(A|B)- P(B) = P(B| A) - P(A).

Dies fithrt nach Division durch die Wahrscheinlichkeit P(B), die dazu als
positiv vorausgesetzt werden muf, zum ersten Teil des Bayesschen Satzes.
Die Anwendung des Satzes iiber die vollstindige Wahrscheinlichkeit auf den
Nenner liefert den zweiten Teil.

Satz 2.5 (Bayesscher Satz/Bayessche Formel)
Fiir eine vollstandige Ereignisdisjunktion Ay, ..., Apm mit Vi; 1 < i < m :
P(A;) > 0 und jedes Ereignis B mit P(B) > 0 gilt

P(B|A)P(A) _  P(B|Ai)P(A)
P(B) Xl P(B [ Ag)P(Ay)

P(A; | B) =
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Diese Formel'” heifit auch die Formel iiber die Wahrscheinlichkeit von Hy-
pothesen, da man mit ihr die Wahrscheinlichkeit von Hypothesen, z.B. iiber
das Vorliegen verschiedener Krankheiten bei einem Patienten, berechnen
kann, wenn man weifl, mit welcher Wahrscheinlichkeit die verschiedenen
Hypothesen zu den Ereignissen A; (z.B. Krankheitssymptomen) fiihren.
Als Beispiel betrachten wir fiinf Urnen folgenden Inhalts:
zwei Urnen vom Inhalt A; mit je zwei weilen und drei schwarzen Kugeln,
zwei Urnen vom Inhalt As mit je einer weiflen und vier schwarzen Kugeln,
eine Urne mit dem Inhalt A3 mit vier weiflen und einer schwarzen Kugel.
Aus einer willkiirlich gew#hlten Urne werde eine Kugel entnommen.
Sie sei weiff. (Dies sei das Ereignis B.) Wie grof§ ist die (A-posteriori-)
Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl die Kugel aus der Urne mit Inhalt A3 stammt?
Nach Voraussetzung ist:

P(Ay)
P(B| A1) =

) P(A2) =
) P(B ‘ AQ) =

) P(A3) =
9 P(B ‘ AB) =

[SITNRSIN
U= N

(SIS

Zunéchst wenden wir den Satz von der vollstéindigen Wahrscheinlichkeit an,
um die Wahrscheinlichkeit P(B) zu bestimmen:

P(B) = P(B|A1)P(A1)+ P(B|A2)P(A2) + P(B | A2)P(A3)
22,12 41 10
55 55 5 5 25

Mit dem Bayesschen Satz erhalten wir anschliefend

Genauso finden wir

P(Al | B):% und P(A2|B): %

2.3.2.5 Das Bernoullische Gesetz der groflen Zahlen

Schon in Abschnitt 2.3.1 haben wir die Bezichung zwischen der Wahrschein-
lichkeit P(A) und der relativen Hiufigkeit r,, (A) = halA) eines Ereignisses A

n

10Man beachte, da8 Thomas Bayes (1702-1761) diese Formel, obwohl sie seinen Namen
tréagt, nicht hergeleitet hat. Sie wurde erst spéter von Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
in dieser Form angegeben.
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betrachtet, wobei h,,(A) die absolute Hiufigkeit dieses Ereignisses in n Ver-
suchen ist. Wir haben dort gesehen, dafl die Definition der Wahrscheinlich-
keit als Grenzwert der relativen Haufigkeit nicht gelingt. Es gilt aber eine
etwas schwiichere Aussage, das berithmte Gesetz der groffen Zahlen.

Satz 2.6 (Bernoullisches Gesetz der grofien Zahlen)

Sei hy,(A) die Anzahl des Fintretens eines Ereignisses A in n unabhdngi-
gen Versuchen, wobei in jedem dieser Versuche die Wahrscheinlichkeit des
Eintretens dieses Ereignisses gleich p = P(A), 0 < p < 1, ist. Dann gilt fiir

jedes € > 0
lim P(‘}M(A)—p‘ <e> :L/e_édz:l.
n— oo n \/ 21

Diese Eigenschaft der relativen H&ufigkeit r,(A) = w kann folgender-

maflen interpretiert werden: Zwar ist nicht der Wert p = P(A) der Wahr-
scheinlichkeit der Grenzwert der relativen Haufigkeit, wie [von Mises 1928]
definieren wollte, aber es kann als sehr wahrscheinlich (praktisch sicher) an-
gesehen werden, daf} in einem Bernoulli-Experiment von groflem Umfang n
die relative Haufigkeit 7, (A) von einer festen Zahl, der Wahrscheinlichkeit p,
nur wenig abweicht. Damit haben wir die Beziehung zwischen der relativen
Héufigkeit und der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A gefunden.

2.3.3 Zufallsvariable

In vielen Faillen interessiert man sich nicht fiir die Elementarereignisse eines
Ereignisraums und ihre Wahrscheinlichkeiten, sondern fiir die Wahrschein-
lichkeiten von Ereignissen, die sich durch eine Partitionierung des Ereig-
nisraums (Einteilung in disjunkte, den gesamten Raum abdeckende Teil-
mengen) ergeben. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse werden durch
sogenannte Zufallsvariablen beschrieben, die man als Transformationen von
einem Ereignisraum in einen anderen sehen kann [Larsen and Marx 1986].

Definition 2.8 Eine auf dem FEreignisraum Q definierte Funktion X mit
Wertebereich dom(X) heifst Zufallsvariable, wenn das Urbild jeder Teil-
menge thres Wertebereichs eine Wahrscheinlichkeit besitzt. Das Urbild einer
Teilmenge U C dom(X) ist dabei definiert als

XN U)={weQ| X(w)eU}.

Die Bezeichnung ,,Zufallsvariable* ist etwas irrefiihrend, eine bessere Be-
zeichnung wére ,, Zufallsfunktion“. Wir halten uns hier jedoch an die kon-
ventionelle Bezeichnung.
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2.3.3.1 Reellwertige Zufallsvariable

Die einfachste Zufallsvariable ist offenbar die, deren mogliche Werte die
Elementarereignisse selbst sind. Im Prinzip kann der Wertebereich einer
Zufallsvariablen eine beliebige Menge sein, meistens beschrankt man sich
aber auf reellwertige Zufallsvariable.

Definition 2.9 FEine auf einem FEreignisraum € definierte reellwertige
Funktion X heifit (reellwertige) Zufallsvariable, wenn sie folgende Fi-
genschaften besitzt: Fiir jedes x € R und jedes Intervall (a,b], a < b (wobei
a = —oo zugelassen ist), besitzen die Ereignisse Ay = {w € Q| X(w) = x}
und Ay = {w € Q| a < X(w) < b} Wahrscheinlichkeiten.

Manchmal werden die geforderten Eigenschaften auch mit rechts offenem
Intervall (a,b) angegeben. Dies fithrt zu keinen wesentlichen Unterschieden.

Definition 2.10 Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann heifit die
reellwertige Funktion

F(z)=P(X <x)

Verteilungsfunktion von X.

2.3.3.2 Diskrete Zufallsvariable

Definition 2.11 Fine Zufallsvariable X, deren Wertevorrat dom(X) nur
endlich oder abzdhlbar unendlich ist, heiffit diskret. Die Gesamtheit aller
Zahlenpaare (x;, P(X = x;)), z; € dom(X), heifst (Wahrscheinlichkeits-)
Verteilung der diskreten Zufallsvariablen X .

Wenn sich die Wahrscheinlichkeiten P(X = z) durch einen Funktionsaus-
druck angeben lassen, wird die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen
oft auch als Funktion vx(z) = P(X = z) angegeben. Eventuelle Parameter
werden in diesem Fall durch ein Semikolon getrennt nach dem Funktionsar-
gument aufgefiihrt, z.B. bei der Binomialverteilung

bx (z:p,n) = (Z)I,x(l s

die Wahrscheinlichkeit p des Eintretens des betrachteten Ereignisses in ei-
nem Einzelversuch und der Umfang n der Versuchsreihe. (Die Binomialver-
teilung wird genauer in Abschnitt 2.3.5.1 besprochen, die sich daran an-
schliefenden Abschnitte behandeln weitere wichtige Verteilungen.)
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Die Funktionswerte der Verteilungsfunktion einer diskreten reellwerti-
gen Zufallsvariablen lassen sich nach folgender Formel aus den Werten der
(Wahrscheinlichkeits-) Verteilung berechnen

Fz)=P(X <x)= > P(X =)

x; <x

Jede diskrete reellwertige Zufallsvariable X besitzt als Verteilungsfunkti-
on eine Treppenfunktion F', die nur an den Stellen x; aus dem Werte-
bereich dom(X) Spriinge der Héhe P(X = z;) besitzt. Aus z < y folgt
F(z) < F(y), d.h., F ist monoton nichtfallend. Die Funktionswerte F(x)
werden beliebig klein, wenn nur z klein genug gewihlt wird, wéhrend sich
die Funktionswerte F'(z) mit wachsendem 2 der Zahl 1 beliebig niihern. Es
gilt also
CEEmOQF(ac) =0 und Zlirrgo F(z) =1.

Umgekehrt kann aus jeder Treppenfunktion F', welche die obigen Bedingun-
gen erfiillt, die Verteilung (z;, P(X = z;)), i € IN einer diskreten reellwerti-
gen Zufallsvariablen gewonnen werden.

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion F' 1dft sich sehr einfach die Wahr-
scheinlichkeit dafiir berechnen, dafl X Werte aus einem Intervall annimmt.

Satz 2.7 Ist F die Verteilungsfunktion einer diskreten reellwertigen Zu-
fallsvariable X, so gelten folgende Gleichungen

Pla< X <b) = F(b)—F(a),
Pla<X <b) = F(b)— Fr(a),
Pla<X) = 1-F(a),

wobei Fp(a) der linksseitige Grenzwert von F(x) an der Stelle a ist. Dieser

Grenzwert ist gleich F(a), wenn a keine Sprungstelle ist, und sonst gleich

dem Wert der Treppenstufe, die unmittelbar links von a liegt, oder formal
Fr(a) = sup F(x).

r<a

2.3.3.3 Stetige Zufallsvariable

In Analogie zu diskreten Zufallsvariablen definiert man stetige (reellwertige)
Zufallsvariable als solche, deren Wertebereich iiberabzahlbar unendlich ist.
Bei der Verteilungsfunktion mufl man dann offenbar von einer Summe zu
einem Integral {ibergehen.
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Definition 2.12 FEine reellwertige Zufallsvariable X heifit stetig, wenn ei-
ne nichtnegative, integrierbare Funktion f existiert, so daf$ fir ihre Vertei-
lungsfunktion F(x) = P(X < x) die Integraldarstellung

F(z)=P(X <z) = / f(u)du
gilt. Die Funktion f heifit (Wahrscheinlichkeits-)Dichtefunktion —
oder kurz Dichte — der Zufallsvariablen X.
Wegen P(—00 < X < o0) = P{w € Q] —00 < X(w) < 00}) = P(Q) erfiillt
eine Dichtefunktion f die Bedingung

/ fu)du=1
—o0
Fiir stetige Zufallsvariable gelten dhnliche Beziehungen wie fiir diskrete re-

ellwertige Zufallsvariable.

Satz 2.8 Ist X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f, so gilt
fiir beliebige Zahlen a,b,c € R mit a < b

Pla<X <b) = F(b)—Fla)
P(X > ¢) = 1-F(¢)

f; flu)du

|
—
)
K._‘
=
o,
IS

2.3.3.4 Zufallsvektoren

Bisher haben wir nur einzelne Zufallsvariablen untersucht. Im folgenden
erweitern wir unsere Betrachtungen auf mehrere Zufallsvariable und ihr Zu-
sammenspiel, d.h. ihre gemeinsame Verteilung und ihre Abhéngigkeit bzw.
Unabhiingigkeit. Dazu definieren wir den Begriff des Zufallsvektors bzw. der
mehrdimensionalen Zufallsvariable.

Definition 2.13 Auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (2, S, P), d.h.
auf dem gleichen Ereignisraum Q mit der gleichen o-Algebra S und Wahr-
scheinlichkeit P, seien m Zufallsvariablen X1, ..., X, definiert. In diesem
Fall heifit der Vektor (X1, ..., X,,) ein Zufallsvektor oder eine m-dimen-
sionale Zufallsvariable.

Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden stets zweidimensionale
Zufallsvariablen. Die Definitionen und Sétze lassen sich jedoch leicht auf
mehrdimensionale Zufallsvariablen (Zufallsvektoren mit endlicher Stellig-
keit m) verallgemeinern. Desweiteren beschrinken wir uns, wie auch schon
in den vorangehenden Abschnitten, auf reellwertige Zufallsvariablen.
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Definition 2.14 Es seien X und Y zwei reellwertige Zufallsvariablen. Die
fiir alle Wertepaare (z,y) € R? durch

F(z,y) = P(X <x,Y <y)

definierte Funktion F heifst Verteilungsfunktion der zweidimensionalen
Zufallsvariablen (X,Y). Die eindimensionalen Verteilungsfunktionen

Fi(z)=P(X<2) und Fa(y) = P(Y <)
heiffen Randverteilungsfunktionen.

Analog 148t sich fiir diskrete Zufallsvariablen der Begriff der gemeinsamen
Verteilung definieren.

Definition 2.15 Es seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen. Dann
heifst die Gesamtheit ¥i,5 € N : ((x;,v:), P(X = z;,Y = y;)) die ge-
meinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y. Die eindimensio-
nalen Verteilungen Vi € IN @ (23, P(X = z;,Y = y;) und Vj € IN :
(yj, >, P(X = z;,Y = y;) heifflen Randverteilungen.

Stetige Zufallsvariablen werden dhnlich behandelt, nur wird die gemeinsame
Verteilung durch die gemeinsame Dichte ersetzt.

Definition 2.16 Die zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y) heifit stetig,
wenn eine nichtnegative Funktion f(x,y) existiert, so daf fir jedes (x,y) €
R? gilt

F(x,y):P(Xga:,YSy)2/0C /y f(u,v)dudv

Die Funktion f(x,y) heifft gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X
und Y. Die eindimensionalen Dichtefunktionen

—+oo

+oo
filz) = / fawdy  und  faly) = / f(y)de

heiffen Randdichten.

In Erweiterung des Begriffes der Unabhéingigkeit von Ereignissen kann man
die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen definieren.

Definition 2.17 Zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y mit der zweidi-
mensionalen Verteilungsfunktion F(x,y) und den Randverteilungsfunktio-
nen Fy(z) und Fi(y) heiflen (stochastisch) unabhingig, falls fir alle
Wertepaare (x,y) € R? gilt

F(z,y) =P(X <2,Y <y)=P(X <z)-P(Y <y) = Fi(z) F2(y).



o4 KAPITEL 2. STATISTIK

2.3.4 Kenngroflen von Zufallsvariablen

Wie in Abschnitt 2.2.3 fiir Datensétze durchgefiihrt, lassen sich auch Zufalls-
variablen durch Kenngroflen charakterisieren. Es bestehen i.w. die gleichen
Moglichkeiten, wobei man sich statt auf die Datenpunkte auf die Wahr-
scheinlichkeitsmasse bezieht, so dafl man analoge Begriffe erhélt.

2.3.4.1 Erwartungswert

Wendet man den Begriff der Zufallsvariable auf Gliickspiele an, wobei z.B.
der Gewinn (die Auszahlung) der Wert der Zufallsvariablen sein kann, so
erscheint es sinnvoll, einen durchschnittlichen oder zu erwartenden Gewinn
(bei einer geniigend grofilen Anzahl von Spielen) zu betrachten. Dieses Vor-
gehen fiihrt zum Begriff des Erwartungswertes.

Definition 2.18 Ist X eine diskrete reellwertige Zufallsvariable mit der
Verteilung (x;, P(X = x;)), i € IN, und ist ), |z;|P(X = z;) endlich,
so heifit (der dann auch existierende Grenzwert)

p=EX)= Zm P(X = ;)

der Erwartungswert der diskreten Zufallsvariablen X.

Als Beispiel betrachten wir den Erwartungswert des Gewinns im Roulet-
tespiel. Wir entscheiden uns nicht fiir eine sogenannte ,einfache Chance*
(Rouge — Noir, Pair — Impair, Manque — Passe), um den Schwierigkeiten
der mit diesen Chancen verbundenen Sonderregeln zu entgehen, sondern fiir
das Setzen auf eine Kolonne (eine der Zahlenreihen 1-12, 13-24 und 14-36).
Im Falle eines Gewinns gelangt der dreifache Einsatz zur Auszahlung. Da
im Roulettespiel 37 Zahlen erzielt werden konnen (0-36), die, ideale Bedin-
gungen angenommen, alle gleichwahrscheinlich sind, gewinnt man auf einer
Kolonne mit der Wahrscheinlichkeit % und verliert mit der Wahrschein-
lichkeit % Nehmen wir an, der Einsatz betrage m Jetons. Im Falle eines
Gewinns erhélt man den zweifachen Einsatz als Reingewinn (von dem drei-
fachen ausgezahlten Einsatz hat man ja den einfachen Einsatz, den man
geleistet hat, abzuziehen), also 2m Jetons, im Falle eines Verlustes verliert
man m Jetons. Als Erwartungswert ergibt sich folglich
12 25 1
E(X)=2m 37 M = mgm A 0.027m.

Im Durchschnitt verliert man also pro Spiel 2.7% seines Einsatzes.
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Um den Erwartungswert fiir stetige Zufallsvariablen zu definieren, braucht
man nur von der Summe zum Integral iiberzugehen.

Definition 2.19 Ist X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f
und existiert das Integral

/_ jal f(z)de = lim / 2l f(a

b—»oo

so heifst das (dann auch existierende) Integral

der Erwartungswert der stetigen Zufallsvariablen X.

2.3.4.2 Eigenschaften des Erwartungswertes

In diesem Abschnitt sind einige Eigenschaften des Erwartungswertes einer
Zufallsvariable zusammengestellt, die mitunter bei seiner Berechnung von
Vorteil sein kénnen.

Satz 2.9 Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die nur den Wert ¢ annimmdt.
Dann ist ihr Erwartungswert gleich ¢: p= E(X) = c.

Satz 2.10 (Linearitit des Erwartungswertes)

Sei X eine (diskrete oder stetige) reellwertige Zufallsvariable mit dem Er-
wartungswert E(X). Dann gilt fiir den Erwartungswert der Zufallsvariablen
Y=aX+0b,a,beR

E(Y)=E(aX +b) =aFE(X) +b.

Die Giiltigkeit dieses Satzes 148t sich leicht durch das Einsetzen der Defini-
tion des Erwartungswertes, einmal fiir diskrete reellwertige und einmal fiir
stetige Zufallsvariablen zeigen.

Als Beispiel betrachten wir die Verteilung der Zufallsvariablen X, die die
Augensumme zweier Wiirfel beschreibt. Sie ist offenbar symmetrisch zum
Wert 7, d.h. Vk € {0,1,...,5} : P(X =7+ k) = P(X =7 — k). Daraus
folgt aber, dafl die Erwartungswerte der Zufallsvariablen Y7 = X — 7 und
Yy = —(X —7) = 7— X identisch sein miissen, da sie wegen dieser Symmetrie
die gleiche Verteilung haben. Es gilt also

E(Y1)=E(X —7) = E(T - X) = B(Ya).
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Nach dem obigen Satz erhélt man so E(X) —7 = 7 — E(X) und folglich
E(X) = 7. Allgemein konnen wir aus diesem Beispiel schliefen, dafl der
Symmetriepunkt einer Verteilung, wenn sie einen besitzt, ihr Erwartungs-
wert ist. Dies gilt auch fiir stetige Zufallsvariable.

Wir wenden uns nun dem Erwartungswert von Funktionen zweier Zu-
fallsvariablen zu, und zwar ihrer Summe und ihrem Produkt.

Satz 2.11 (Erwartungswert einer Summe von Zufallsvariablen)
Der Erwartungswert einer Summe Z = X +Y zweier beliebiger Zufallsva-
riablen X und Y, deren Erwartungswerte E(X) und E(Y) existieren, ist
gleich der Summe ihrer Erwartungswerte,

E(Z)=E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Satz 2.12 (Erwartungswert eines Produktes von Zufallsvariablen)
Der Erwartungswert eines Produktes Z = X - Y zweier unabhdngiger Zu-
fallsvariablen X undY , deren Erwartungswerte E(X) und E(Y') existieren,
ist gleich dem Produkt ihrer Erwartungswerte,

E(Z)=E(X-Y)=EX)-E(Y).

Wieder 148t sich die Giiltigkeit der Sétze leicht durch das Einsetzen der
Definition des Erwartungswertes, im Falle des Satzes iiber das Produkt von
Zufallsvariablen unter Hinzunahme der Definition der Unabhéngigkeit von
Zufallsvariablen, ableiten. Beide Sétze lassen sich offenbar durch Induktion
leicht auf Summen und Produkte endlich vieler (unabhingiger) Zufallsva-
riablen erweitern. Man beachte die Voraussetzung der Unabhéngigkeit der
Zufallsvariablen im zweiten Satz.

2.3.4.3 Varianz und Standardabweichung

Allein der Erwartungswert charakterisiert eine Zufallsvariable aber noch
nicht hinreichend. Von Bedeutung ist ebenfalls, mit welcher Abweichung
vom Erwartungswert man im Mittel rechnen mufl (vgl. Abschnitt 2.2.3.2).
Diese Abweichung beschreiben Varianz und Standardabweichung.

Definition 2.20 Ist p der Erwartungswert einer diskreten reellwertigen
Zufallsvariable X, so heifit im Falle der Existenz der Zahlenwert
o0
0? = D*(X) = B([X — u?) = 3 (@, — ) P(X =)
i=1
die Varianz und die positive Quadratwurzel o = D(X) = +Vo? die Stan-
dardabweichung oder Streuung der Zufallsvariablen X



2.3. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG o7

Betrachten wir auch hier als Beispiel wieder das Roulette. Beim Setzen von
m Jetons auf eine Kolonne betrégt die Varianz

2 2
1 12 1 25 99900
2 _ = 12 _ L L2 2P 2 972
D*(X) = (2m + 37m> 37 + ( m+ 37m) 37 = 50653 1.97m7,

die Standardabweichung D(X) also etwa 1.40m. Im Vergleich dazu betriigt
die Varianz beim Setzen auf ,,Plain“, d.h. auf eine einzelne Zahl, bei gleichem
Erwartungswert

°36 1726272

1 \*1
D2 X — . _ R —_— = — ~ 41 2
(X) <35m + 37m) 37+( m+ m) 3 20653 ™ 34.1m",

die Standardabweichung D(X) also etwa 5.84m. Bei gleichem Erwartungs-
wert ist die durchschnittliche Abweichung vom Erwartungswert beim Setzen
auf ,Plain® folglich mehr als 4-mal so grof.

Um die Varianz fiir stetige Zufallsvariablen zu definieren, braucht man —
wie beim Erwartungswert — nur von der Summe zum Integral iiberzugehen.

Definition 2.21 Ist u der Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable X,
so heifst im Falle der Existenz der Zahlenwert

oo

o= D)= [ (@ fa)de

— 00

die Varianz von X und o = D(X) = +Vo? die Standardabweichung
oder Streung der Zufallsvariablen X .

2.3.4.4 Eigenschaften der Varianz

In diesem Abschnitt sind einige Eigenschaften der Varianz einer Zufallsva-
riable zusammengestellt.

Satz 2.13 Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die nur den Wert ¢ an-
nimmt. Dann ist ihre Varianz gleich 0: 0® = D*(X) = 0.

Satz 2.14 Sei X eine (diskrete oder stetige) reellwertige Zufallsvariable mit
der Varianz D?*(X). Dann gilt fir die Varianz der Zufallsvariablen Y =
aX +0b,a,beR

D*(Y) = D*(aX +b) = a®*D*(X)
und folglich fiir die Streuung
D(Y) = D(aX +b) = |a|D(X).
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Die Giiltigkeit dieses Satzes (wie auch des folgenden) i3t sich leicht durch
das Einsetzen der Definition der Varianz, einmal fiir diskrete reellwertige
und einmal fiir stetige Zufallsvariablen zeigen.

Satz 2.15 Fiir die Varianz o? einer (diskreten oder stetigen) reellwertigen
Zufallsvariable gilt die Beziehung

o? = B(X?) — u?.

Satz 2.16 (Varianz einer Summe von Zufallsvariablen, Kovarianz)
Sind X undY zwei (diskrete oder stetige) reellwertige Zufallsvariablen, de-
ren Varianzen D?(X) und D?(Y) existieren, so gilt

D* (X +Y)=D*X)+D*(Y)+2[E(X-Y) - E(X)-E(Y)].

Den Ausdruck E(X-Y)—E(X)-E(Y)=E[(X —E(X))(Y — E(Y))] nennt
man die Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y. Aus der (stochasti-
schen) Unabhingigkeit von X und Y folgt

D*(Z) = D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y),
d.h., die Kovarianz unabhdngiger Zufallsvariablen verschwindet.

Wieder 148t sich die Giiltigkeit des Satzes leicht durch das Einsetzen der
Definition der Varianz zeigen. Durch Induktion 148t er sich problemlos auf
endlich viele Zufallsvariablen erweitern.

2.3.4.5 Quantile

Quantile werden in direkter Analogie zu den Quantilen eines Datensatzes
definiert, wobei — wie auch naheliegend — der Anteil des Datensatzes durch
die Wahrscheinlichkeitsmasse ersetzt wird.

Definition 2.22 Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann heif$t jeder
Wert x4, 0 < a < 1, fiir den

P(X <z4) >« und PX>zy)>1—«
gelten, ein a-Quantil der Zufallsvariable X (bzw. ihrer Verteilung).

Man beachte, dal u.U., etwa fiir diskrete Zufallsvariable, mehrere Werte
beide Ungleichungen erfiillen kénnen. Das Ungleichungspaar ist iibrigens
der Doppelungleichung

a—PX=z)<Fx(z)<a
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dquivalent, wobei F'x(x) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X ist.
Fiir eine stetige Zufallsvariable X kann man meist einfacher definieren, dafl
das a-Quantil derjenige Wert ist, der Fy (z) = « erfiillt. In diesem Fall kann
ein Quantil aus der Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion Fx bestimmt
werden (wenn diese existiert und angegeben werden kann).

2.3.5 Einige spezielle Verteilungen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige spezielle Verteilungen, die oft in
der Praxis benotigt werden (vgl. Abschnitt 2.4 {iber beurteilende Statistik).

2.3.5.1 Die Binomialverteilung

Definition 2.23 FEin Zufallsexperiment, bei dem das Ereignis A eintreten
kann, werde n-mal wiederholt. A; sei das Ereignis, daf$ beim i-ten Versuch
das Ereignis A eintritt. Dann heifit die Versuchsreihe vom Umfang n ein
Bernoulli-Experiment'! fir das Ereignis A, wenn folgende Bedingungen
erfillt sind:

1.Vi<i<n:P(4;)=p
2. Die FEreignisse Ay, ..., A, sind vollstindig unabhdngig.

Beschreibt die Zufallsvariable X die Anzahl der Versuche, bei denen in einem
Bernoulli-Experiment vom Umfang n das Ereignis A mit p = P(A) eintritt,
so besitzt X die Verteilung Vz € IN : (x; P(X = x)) mit

P(X =) = bx (2;p,n) = <Z)pm(1 -

und heifit binomialverteilt mit den Parametern p und n. Diese Formel

ist auch als Bernoullische Formel bekannt. Der Ausdruck (2) = 5 (:im)!

heifit Binomialkoeffizient. Es gilt die Rekursionsformel

Vo € No : by (k+ Lipn) = — P j bx(wp.)

(z+1)(A-p
mit  bx(0;p,n) = (1 —p)"
Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten

p=E(X)=np; o°=D*X)=np(l-p).

HDer Begriff ,,Bernoulli-Experiment“ wurde zu Ehren des schweizer Mathematikers
Jakob Bernoulli (1654-1705) eingefiihrt.
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2.3.5.2 Die Polynomialverteilung

Bernoulli-Experimente lassen sich leicht auf mehr als zwei unvereinbare Er-
eignisse verallgemeinern. Man gelangt so zur Polynomialverteilung, die eine
mehrdimensionale Verteilung ist: Ein Zufallsexperiment werde n-mal un-
abhéingig durchgefiihrt. Ay, ..., Ay seien paarweise unabhéingige Ereignisse,
von denen bei jedem Versuch genau eines eintreten muf}, d.h., Ay,..., Ay
sei eine vollstdndige Ereignisdisjunktion. Bei jedem Versuch trete das Er-
eignis A, mit konstanter Wahrscheinlichkeit p;, = P(A4;), 1 < ¢ < k, ein.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl bei den n Versuchen z;-mal das
Ereignis A;, i =1,... k, Zle x; = n, eintritt, gleich

n xl... Lk
(IEl ’l‘k) b1 Py

n!

— X1 Tl
f— ' 7' pl ...pk .
L1 L

P(Xl :Il,...,Xk:LIZ’k)

Die Gesamtheit der Wahrscheinlichkeiten aller Vektoren (z1,...,z)) mit
Zle x; = n heifit (k-dimensionale) Polynomialverteilung mit den Para-
metern pi,...,pr und n. Die Binomialverteilung erhélt man offenbar als
Spezialfall der Polynomialverteilung, ndmlich fiir ¥ = 2. Der Ausdruck

(T " ) = —"__ heift Polynomialkoeffizient, in Analogie zum Bino-
Z1...Tk X1l T:

mialkoeffizient (;‘) = x!(giw)!.

2.3.5.3 Die geometrische Verteilung

Die Zufallsvariable X beschreibe die bis zum erstmaligen Eintreten des Er-
eignisses A mit p = P(A) > 0 notwendigen Versuche in einem Bernoulli-
Experiment. Sie besitzt die Verteilung Vo € IN : (z; P(X = z)) mit

P(X =2) = gx(x;p) = p(1 — p)* "

und heifit geometrisch verteilt mit dem Parameter p. Fiir die Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten ist die Rekursionsformel

VeeWN:P(X=2+4+1)=(1-pP(X=2) mit PX=1)=p

hilfreich. Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten

1 9 9 1—p
uw=FEX)=—; c°=D(X)= .
(X) p (X) e
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2.3.5.4 Die hypergeometrische Verteilung

Aus einer Urne, welche M schwarze und N — M weifle, insgesamt also NV
Kugeln enthélt, werden ohne zwischenzeitliches Zuriicklegen n Kugeln ge-
zogen. Ist X die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln, so besitzt X die
Verteilung Vz; max(0,n — (N — M)) < z < min(n, M) : (z; P(X = x)) mit

M\ (N-M
)G
()
und heifit hypergeometrisch verteilt mit den Parametern n, M und N.
Es gilt die Rekursionsformel

P(X=z)=hx(z;n,M,N) =

Va;max(0,n — (N — M)) <z < mi (n M) :
, _ (M )(n—x) .
hX(.’E-l-].,TL,M,N)—( )( _n+x+1)hX(x7naMaN)
mit hx(l;n, M,N) = %

Mit p = % und ¢ = 1 — p gelten fiir den Erwartungswert und die Varianz

p=FEX)=np; o®=D*X)=npq

2.3.5.5 Die Poissonverteilung
Eine Zufallsvariable X mit der Verteilung Va € IN : (x; P(X = x)) mit

x

P(X =xz)=Ax(z;)\) = %e‘A

heiBt poissonverteilt'? mit dem Parameter \. Es gilt die Rekursionsformel
A . _A
Ve € Ng: Ax(z+1;0) = ?Ax(x;)\) mit Ax(0;\) =e .
x

Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten

p=FEX)=X\ 0? =D*(X) =\

12Die Poissonverteilung erhielt ihren Namen zu Ehren des franzésischen Mathematikers
Siméon-Denis Poisson (1781-1840).
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Mit der Poissonverteilung kann man die Haufigkeit des Auftretens von Ereig-
nissen in einem festen Zeitabschnitt beschreiben, etwa die Zahl der todlichen
Verkehrsunfélle pro Jahr.

Fiir seltene Ereignisse A und eine grofle Anzahl n von Versuchen kann die
Binomialverteilung durch die Poissonverteilung angenéhert werden, denn es
gilt: Geht in der Binomialverteilung n gegen unendlich, und zwar so, dafl
np = A konstant bleibt, so gilt

Ve € N: lim by (z;p,n) = e
=00 2!

np=X

und somit fiir grofle n und kleine p die Ndherungsformel

€T

np

e "P,
z!

Ve € N :bx(z;p,n) =

Fiir poissonverteilte Zufallsvariablen gilt folgendes Reproduktionsgesetz:

Satz 2.17 Sind X und Y zwei (stochastisch) unabhingige poissonverteilte
Zufallsvariablen mit den Parametern \x bzw. Ay, so ist die Summe Z =
X +Y poissonverteilt mit dem Parameter Az = Ax + Ay.

2.3.5.6 Die Gammaverteilung

Wihrend die Poissonverteilung die Haufigkeit des Auftretens von Ereig-
nissen in einem festen Zeitabschnitt beschreibt, bezieht sich die Gamma-
Verteilung auf die Zeit, die es dauert, bis eine bestimmte Anzahl r von Er-
eignissen eingetreten ist. Zur Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte einer
gammaverteilten Zufallsvariable X betrachten wir eine Zufallsvariable W,
die die Haufigkeit des Auftretens des betrachteten Ereignisses im Zeitin-
terval [0, z] beschreibt. Aus dem Reproduktionssatz (Satz 2.17) sieht man
leicht, da3 W poissonverteilt ist mit dem Parameter Az, wobei A der Parame-
ter der zugehorigen Poissonverteilung ist, die die Haufigkeit des Auftretens
des Ereignisses im Einheitsinterval [0, 1] beschreibt. Die Verteilungsfunktion
von X ist folglich [Larsen and Marx 1986]

Fx(z;r) = P(X <ux)
= 1-P(X>u2)
= 1 — P(weniger als r Ereignisse in [0, z])
= 1- Fw(T — 1)

r—1 k
S (Az) 7

k!
k=0
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Daher ist die Wahrscheinlichkeitsdichte von X

r—1
. d —Az (Ax)k
fx(zr) = —5;06 R
r—1 . X
_ IV 0T L O ¥ L
— _—|=x Az )\x Az A
l et ;; ( Mo M)
r—1 r—2
)\x A"
e 7)\95 e 7)\30 :C'r‘flef)\x.
2 RS G

Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten
r

MZE(X):X§

0? =D*(X) =
2.3.5.7 Die gleichmiflige Verteilung oder Gleichverteilung
Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion
. fiir x € [a,b]
. _ b—a’ ) 9
Fx(z0,0) = { 0, sonst,

mit a,b € R, a < b, heifit gleichverteilt in [a,b]. Thre Verteilungsfunkti-
on Fx lautet

0, fir z < a,
Fx(z;a,b) =< ==, fira<z <0,
1, fir x > b.

Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten
a+b 9 9 (b—a)?
p=BX) =110 =)= O
2.3.5.8 Die Normalverteilung

Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

1 (z—m)?
Nx(x;u,ffz):me 202

heiBt normalverteilt mit den Parametern x und o2.
Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten

E(X) = D?*(X) = o

Die Normalverteilung mit Erwartungswert y = 0 und Varianz o2 = 1 nennt
man auch Standardnormalverteilung.

63
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Die Dichtefunktion fx (z;u,0?) besitzt ein Maximum an der Stelle u
und Wendepunkte an den Stellen x = =+ 0. Die Verteilungsfunktion von X
ist nicht geschlossen darstellbar; sie wird daher tabelliert, und zwar gew6hn-
lich fiir die Standardnormalverteilung, aus der sich die Werte fiir beliebige
Normalverteilungen leicht durch Skalierung gewinnen lassen.

In der Praxis steht man oft auch vor dem umgekehrten Problem, néamlich
das Argument der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung zu be-
stimmen, fiir dafl sie eine gegebene Wahrscheinlichkeit annimmt (oder an-
ders ausgedriickt: man mochte ein Quantil der Normalverteilung bestim-
men). Zur Losung dieses Problems kann man natiirlich auch auf eine Tabel-
le zuriickgreifen. Auf der WWW-Seite zur Vorlesung steht allerdings auch
das Programm ndqtl zur Verfiigung, das die Umkehrfunktion der Vertei-
lungsfunktion der Standardnormalverteilung durch eine gebrochen rationale
Funktion approximiert und recht genaue Werte liefert.

Die Normalverteilung ist wohl die wichtigste stetige Verteilung, da sehr
viele Zufallsprozesse, speziell physikalische Messungen einer Gréfle, durch
diese Verteilung sehr gut beschrieben werden kénnen. Die theoretische Be-
griilndung fiir diese Tatsache liefert der zentrale Grenzwertsatz:

Satz 2.18 (zentraler Grenzwertsatz)

Fiir jedes m seien die reellwertigen Zufallsvariablen X1, ..., X,, (stocha-
stisch) unabhdngig. Weiter migen sie die sogenannte Lindeberg-Bedin-
gung erfillen, d.h., wenn F;(x) die Verteilungsfunktion der Zufallsvaria-
ble X;, i = 1,...,m, p; ihr Erwartungswert und o2 ihre Varianz sind, so
moge fir jedes € > 0

1 « /
lim — (z; — pi)?dFy(z) =0
m—oo V2 ; s —pi|>eV2 ' Z Z
mit V2 = POy o? gelten. Dann gilt fiir die standardisierten Summen
ZZ1(X1‘ — ;)
210}

(d.h., standardisiert auf Erwartungswert 0 und Varianz 1), dafl

Sm =

1 * 2
lim P(Sp, <z)=®(z) = — e” 7 dt
m— oo \ 21 oo

fiir jedes x € R, wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormal-
verteilung ist.
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Anschaulich besagt dieser Satz, dafl die Summe einer grofien Zahl fast belie-
big verteilter Zufallsvariablen (die Lindeberg-Bedingung ist eine sehr schwa-
che Einschrinkung) annidhernd normalverteilt ist. Da nun aber z.B. Mes-
sungen physikalischer Groflen gewohnlich einer grofien Zahl von Zufallsein-
fliissen aus verschiedenen unabhéngigen Quellen unterliegen, die sich alle
addieren, ist das Ergebnis meist ndherungsweise normalverteilt. Dies er-
klart, warum man so héufig normalverteilte Grofen vorfindet.

Die Normalverteilung kann wie die Poissonverteilung fiir grofle n auch
als Nadherung fiir die Binomialverteilung verwendet werden, nur fillt hier
die Einschréankung kleiner Wahrscheinlichkeiten p weg.

Satz 2.19 (Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace)'?

Wenn die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten eines Ereignisses A in n
unabhdngigen Versuchen konstant und gleich p, 0 < p < 1, ist, so gentigt
die Wahrscheinlichkeit P(X = x) dafiir, daf in diesen Versuchen das Er-
eignis A genau x-mal eintritt, fiir n — oo der Beziehung

1 _
np(l —p) P(X = x) eV 1 mit P

ez T i)

und zwar gleichmdfig fir alle x, fiir die sich y in einem beliebigen endlichen
Intervall (a,b) befindet.

Dieser Satz erlaubt es, fiir groffe n die Wahrscheinlichkeiten der Binomial-
verteilung anzunihern durch

Ve;0 <z <n:
1 _ 2
R ———————exp (_(a:n@) oder
v 2mnp(1 — p) 2np(1 — p)
_ _|_l _ _ 1
PX=a)~o| P2 ) o2 P73 und
np(1l —p) np(1l —p)
Vo1, 22;0 <xp <29 <t
_ 1 _ _1
Ploy< X <ag)md |22 F3) g(mzmpos)
np(1 —p) np(1l —p)

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.
Schon fiir np(1 — p) > 9 sind diese Ndherungen brauchbar.

I3Benannt nach den franzésischen Mathematikern Abraham de Moivre (1667-1754)
und Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
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2.3.5.9 Die y2?-Verteilung

Summiert man m unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen
(Erwartungswert 0 und Varianz 1), so erhélt man eine Zufallvariable X
mit der Dichtefunktion

0, fiir x < 0,

fx(z;m) = m;.x%—l.e—%, fiur x > 0,
2% T (%) B

wobei I' die Gammafunktion (Verallgemeinerung der Fakultét)

F(a:)z/ t*Letdt
0

mit & > 0 ist. Diese Zufallsvariable heifit x2-verteilt mit m Freiheitsgraden.
Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten

E(X) =m; D?*(X) = 2m.

Die x2-Verteilung spielt in der statistischen Theorie des Hypothesentests
(siehe Abschnitt 2.4.3), z.B. bei Abhéngigkeitstests, eine wichtige Rolle.

2.3.5.10 Die Exponentialverteilung
Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

0, fiir x <0,
Fx(w;a) = { ae™ fir x > 0,

mit a > 0 heifit exponentialverteilt mit dem Parameter a. Ihre Vertei-
lungsfunktion Fx lautet

Fx(z;«a

) = 0, fir z <0,
Tl 1—e"® firz > 0.

Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten
BE(X) ! 2 = D*(X) !
= = —; g = = —.
a « a?
Die Exponentialverteilung wird gern benutzt, um die Zeiten zwischen den

Ankiinften von Personen oder Auftrégen, die sich in eine Warteschlange
einreihen, zu beschreiben.
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2.4 Beurteilende Statistik

Mit der beurteilenden Statistik versucht man die Frage zu beantworten, ob
beobachtete Erscheinungen typisch bzw. gesetzméfig sind oder auch durch
Zufallseinfliisse hervorgerufen worden sein konnten. Auflerdem versucht man
Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu finden, die gute Modelle des die gegebe-
nen Daten erzeugenden Prozesses sind, und ihre Parameter zu schétzen.
Wichtige Aufgaben der beurteilenden Statistik sind daher:

e Parameterschitzung
Unter Voraussetzung eines Modells des die Daten erzeugenden Pro-
zesses, speziell einer Annahme iiber die Familie der Verteilungen der
zugrundeliegenden Zufallsvariablen, werden die Parameter dieses Mo-
dells aus den Daten geschétzt.

e Hypothesentest
Es werden Hypothesen iiber den datenerzeugenden Prozefl anhand der
gegebenen Daten gepriift. Spezielle Hypothesentests sind:

— Parametertest: Test, ob ein Parameter einer Verteilung einen
bestimmten Wert haben kann bzw. ob die Parameter der zwei
verschiedenen Datenséitzen zugrundeliegenden Verteilungen ver-
schieden sind.

— Anpassungstest: Test, ob eine bestimmte Verteilungsannahme zu
den Daten pafit, oder ob Abweichungen von den unter dieser An-
nahme zu erwartenden Datencharakteristiken nicht mehr durch
Zufallseinfliisse erklirt werden koénnen.

— Abhéngigkeitstest: Test, ob zwei Merkmale abhingig sind, oder
ob eventuelle Abweichungen von einer unabhéngigen Verteilung
durch Zufallseinfliisse erklérbar sind.

e Modellauswahl
Unter verschiedenen Modellen, mit denen man die Daten erklédren
konnte, wird das am besten passende ausgewéhlt, wobei auch die Kom-
plexitéit der Modelle beriicksichtigt wird.

Die Parameterschitzung kann als Spezialfall der Modellauswahl gesehen
werden, bei der die Klasse der Modelle, aus der gewéhlt werden kann, stark
eingeschrinkt ist. Der Anpassungstest steht auf der Grenze zwischen Hypo-
thesentest und Modellauswahl, da er dazu dient, zu priifen, ob ein Modell
einer bestimmten Klasse zur Erkldrung der Daten geeignet ist.
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2.4.1 Zufallsstichproben

Im Kapitel iiber beschreibende Statistik haben wir sogenannte Stichproben
(Vektoren von beobachteten/gemessenen Merkmalswerten) betrachtet und
sie in Tabellen und Schaubildern iibersichtlich dargestellt. Auch in der beur-
teilenden Statistik untersucht man Stichproben. Hier wendet man das ma-
thematische Instrumentarium der Wahrscheinlichkeitsrechnung an, um aus
Stichproben (neues) Wissen zu gewinnen oder Hypothesen zu iiberpriifen.
Damit dies moglich ist, miissen die Stichprobenwerte durch Zufallsexperi-
mente gewonnen werden. Solche Stichproben heiflen Zufallsstichproben.

Die Zufallsvariable, welche bei der Durchfithrung des entsprechenden Zu-
fallsexperimentes den Stichprobenwert x; liefert, nennen wir X;. Der Wert x;
heifit Realisierung der Zufallsvariable X;, ¢ = 1,...,n. Somit kénnen wir
eine Zufallsstichprobe x = (x1,...,2,) als Realisierung des Zufallsvektors
X = (Xi,...,X,) auffassen. Eine Zufallsstichprobe heifit unabhingig,
wenn die Zufallsvariablen X, ..., X,, (stochastisch) unabhéngig sind, also
wenn gilt

Ver,...,cp R P(/n\X,LSCz):ﬁP(XZSCJ
=1

i=1

Eine unabhingige Zufallsstichprobe heifit einfach, wenn die Zufallsvaria-
blen X1,...,X, alle dieselbe Verteilungsfunktion besitzen. Analog werden
wir auch den zugehorigen Zufallsvektor unabhdngig bzw. einfach nennen.

2.4.2 Parameterschitzung

Wie bereits gesagt, werden bei der Parameterschitzung unter Voraussetzung
eines Modells des die Daten erzeugenden Prozesses, speziell einer Annahme
iiber die Familie der Verteilungen der zugrundeliegenden Zufallsvariablen,
die Parameter dieses Modells aus den Daten geschétzt.

Gegeben: e Ein Datensatz und
e eine Familie von gleichartigen, parametrisierten Verteilungen

fx(.’L’; 91, ceey Gk)
Solche Familien konnen z.B. sein:

Die Familie der Binomialverteilungen by (z;p,n) mit den Para-
metern p, 0 < p < 1, und n € IN, wobei n allerdings bereits
durch die Stichprobengriéfie gegeben sind.
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Die Familie der Poissonverteilungen Ax (x; A,n) mit den Para-
metern A > 0 und n € IN, wobei n wieder durch die Stichpro-
bengroflie gegeben sind.

Die Familie der Normalverteilungen Nx (x; u, 0?) mit den Para-
metern p (Erwartungswert) und o2 (Varianz).

Annahme: Der Prozef3, der die Daten erzeugt hat, wird durch ein Element
der betrachteten Familie von Verteilungen angemessen beschrie-
ben: Verteilungsannahme.

Gesucht:  Dasjenige Element der betrachteten Familie von Verteilungen
(bestimmt durch die Werte der Parameter), das das beste Modell
fiir die gegebenen Daten ist.

Schétzer fiir Parameter sind Statistiken, d.h. Funktionen der Stichproben-
werte eines gegebenen Datensatzes. Sie sind daher Funktionen von (Rea-
lisierungen von) Zufallsvariablen und folglich selbst (Realisierungen von)
Zufallsvariablen. Wir kénnen daher das gesamte Instrumentarium, das die
Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Untersuchung von Zufallsvariablen bereit-
stellt, auf Parameterschitzer anwenden.

Man unterscheidet i.w. zwei Arten der Parameterschitzung:

o Punktschitzer bestimmen den besten Wert eines Parameters relativ
zu den Daten und beziiglich bestimmter Qualititskriterien.

e Intervallschitzer geben einen Bereich (Konfidenzintervall) an, in
dem der wahre Wert des Parameters mit hoher Sicherheit liegt, wobei
man den Grad der Sicherheit wihlen kann.

2.4.2.1 Punktschitzung

Offenbar ist nicht jede Statistik, also nicht jede aus den Stichprobenwerten
berechnete Funktion, ein brauchbarer Punktschétzer fiir einen gesuchten Pa-
rameter . Vielmehr muf} eine Statistik bestimmte Eigenschaften aufweisen,
um ein brauchbarer Schéitzer zu sein. Wiinschenswerte Eigenschaften sind:

e Konsistenz (consistency)
Wichst die Menge der zur Verfiigung stehenden Daten, so sollte der
Schétzwert immer nidher an dem wahren Wert des geschétzten Pa-
rameters liegen, zumindest mit immer groflerer Wahrscheinlichkeit.
Dies kann man formalisieren, indem man fordert, dafy die Schétzfunk-
tion fiir zunehmende Stichprobengréfie in Wahrscheinlichkeit gegen
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den wahren Wert des Parameters konvergiert. Ist z.B. T ein Schétzer
fiir den Parameter 6, so sollte gelten:

Ve>0: lim P(|T—0|<¢)=1,
n—oo

wobei n die Stichprobengrofle ist. Diese Bedingung sollte jeder Punkt-
schétzer mindestens erfiillen.

Erwartungstreue (unbiasedness)

Der Schiitzer sollte nicht zu einer Uber- oder Unterschiitzung des Pa-
rameters neigen, sondern vielmehr im Mittel den richtigen Wert lie-
fern. Formal ausgedriickt bedeutet das, daf3 der Erwartungswert des
Schétzers der wahre Wert des Parameters sein sollte. Ist z.B. wieder
T ein Schétzer fiir den Parameter 6, so sollte gelten

E(T)=90
und zwar unabhéngig von der Grole der Stichprobe.

Wirksamkeit /Effizienz (efficiency)

Die Schitzung sollte so genau wie moglich sein, d.h. die Abweichung
vom wahren Wert sollte moglichst klein sein. Dies 148t sich formali-
sieren, indem man fordert, daf3 die Varianz des Schétzers moglichst
klein sein soll, denn die Varianz ist ein naheliegendes Maf fiir die
Genauigkeit. Seien etwa T und U erwartungstreue Schétzer fiir den
Parameter 6. Dann heifit T' wirksamer oder effizienter als U, wenn

D?*(T) < D*(U).

Ob ein Schétzer die grofite Wirksamkeit erreicht, die moglich ist, 148t
sich leider nicht in allen Féllen bestimmen.

Suffizienz /Informationsausschépfung (sufficiency)

Die Schétzfunktion sollte die in den Daten enthaltene Information
iiber den gesuchten Parameter optimal nutzen. Dies kann man da-
durch prézisieren, dafl man fordert, dafl verschiedene Stichproben, die
den gleichen Schétzwert liefern, auch (gegeben den geschétzen Wert
des Parameters) gleich wahrscheinlich sein sollten. Denn sind sie nicht
gleich wahrscheinlich, 148t sich offenbar aus den Daten weitere In-
formation iiber den Parameter gewinnen. Formal definiert man, dafl
ein Schitzer T fiir einen Parameter 0 suffizient oder erschipfend ist,
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wenn fiir alle Zufallsstichproben z = (x1,...,2,) mit T(x) = ¢ der
Ausdruck
fX1 (.131; 0) e an(xn; 9)
fr(t;0)

nicht von 6 abhéngt [Larsen and Marx 1986].

Man beachte, daf§ die in der Definition der Wirksamkeit bzw. Effizienz be-
trachteten Schétzer erwartungstreu sein miissen, da sonst beliebige Kon-
stanten (Varianz D? = 0) effiziente Schiitzer wiren. Auf die Konsistenz als
zusétzliche Bedingung kann man dagegen verzichten, da man allgemein zei-
gen kann, dafl ein erwartungstreuer Schétzer T fiir einen Parameter 6, der

zusétzlich die Bedingung
lim D*(T) =0

n—oo

erfiillt, konsistent ist [Bosch 1994] (wie ja auch naheliegend).

2.4.2.2 Beispiele zur Punktschitzung

Gegeben: Eine Familie von Gleichverteilungen auf dem Intervall [0, 6], d.h.

falls 0 <z <0,
sonst.

1
ooy ={ &

Gesucht: Schitzwert fiir den unbekannten Parameter 6.
a) Wibhle als Schitzwert das Maximum der Stichprobenwerte, d.h. wéhle
die Schétzfunktion T' = max{Xy,..., X, }.

Um Aussagen iiber die Eigenschaften dieses Schétzers machen zu kon-
nen, bestimmen wir zunéichst seine Wahrscheinlichkeitsdichte'*:

fult0) = Fr(G6) = SPT <0
_ %P(maX{Xl,...,Xn}St)
- @rAmxs) = GIIres
_ %(Fx(t;e»n = - (Fx(t:0)" " fx(t,0)

MMan erinnere sich daran, dafl Schiitzer Funktionen von Zufallsvariablen und damit
selbst Zufallsvariablen sind. Folglich haben sie auch eine Wahrscheinlichkeitsdichte.
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mit
z 0, fallsx <0,
Fx(z;0) = / fx(z;0)dz = 7, falls0 <2 <0,
—oo 1, fallsz >6.
Damit folgt
n - tnfl

fr(t;0) = on

T ist ein konsistenter Schétzer fiir 0:

fir 0<¢<0.

lim P(T -0 <¢) = lim P(T>0—e)

n—oo n—oo

0 —1 0
- tn
— Hm T dt = lim []

n—oo Jo_. n—oo | OM O—e

= 'n.h—>Hgo (Z" _ (9 ;nﬁ) )

. 0—e\"
() -

T ist jedoch kein erwartungstreuer Schétzer fiir 6. Dies ist bereits
anschaulich klar, da T' den Wert von 6 ja nur unterschétzen, niemals
jedoch iiberschéitzen kann. Der Schitzwert wird daher ,fast immer*
zu klein sein. Formal erh&lt man:

0o 0 n-tn-1
BE(T) = / tefr(t;0)dt = /O bt
n-ttt 1° n .

Wiihle als Schitzfunktion U = 2T = 2 max{ Xy, ..., X,,}.

Der Schétzer U fiir den Parameter 6 der Gleichverteilung ist konsistent
und erwartungstreu. Auf einen formalen Nachweis, der wie unter a)
gefithrt wird, sei hier verzichtet. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion dieses Schétzers werden wir allerdings spéter noch einmal brau-
chen. Sie lautet (vergleiche die Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdich-
te von T):

nn+1 unfl

CESIC

fu(u;0) =
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Gegeben: Eine Familie von Normalverteilungen N(x;u, o), d.h.

1 (z —p)?
2mo? b (_ 202

Gesucht: Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter y und o2.

fX(«'E;,U70'2) =

a) Der (empirische) Median und der (empirische) Mittelwert sind beide
konsistente und erwartungstreue Schétzer fiir den Parameter u. Der
Median ist weniger effizient als der Mittelwert. Da er nur Rangord-
nungsinformationen aus den Daten nutzt, ist er auch nicht suffizient
bzw. erschopfend. Obwohl der Median fiir kleine Stichproben wegen
seiner geringeren Anfilligkeit fiir Ausreifler vorzuziehen ist, ist seine
Varianz fiir hinreichenden Stichprobenumfang gréler als die des (em-
pirischen) Mittelwertes.

b) Die Funktion V2 = 13" (X, — X)? ist ein konsistenter, aber nicht
erwartungstreuer Schitzer fiir den Parameter o2, denn diese Funkti-
on neigt dazu, die Varianz zu unterschétzen. Die (empirische) Varianz
S? = ﬁ S (X;—X)? ist dagegen ein konsistenter und erwartungs-

treuer Schitzer fiir den Parameter 0. (Allerdings ist v/.S2, wegen der
Wurzel, kein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Standardabweichung.)

Gegeben: Eine Familie von Polynomialverteilungen, d.h.

k
n! .
le,...,Xk(xlw-~7x7€;917"'7€/€an): Hk 'HQiml’

i=1Tir j=1

wobei die #; die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens von Merk-
malswerten a; sind und die Zufallsvariablen X; beschreiben, wie
oft die Merkmalswerte a; in der Stichprobe auftreten.

Gesucht: Schéitzwerte fiir die unbekannten Parameter 61, ..., 0.

Die relativen Héufigkeiten R; = % der Merkmalswerte in der Stichprobe
sind konsistente, erwartungstreue, wirksamste und suffiziente Schitzer fiir
die unbekannten Parameter 6;, i = 1,...,k (— Ubungsaufgabe).

2.4.2.3 Maximum-Likelihood-Schitzung

Bisher haben wir Schatzfunktionen fiir Parameter direkt angegeben. In der
Tat sind fiir viele Problemstellungen geeignete (konsistente, erwartungs-
treue und effiziente) Schitzfunktionen bekannt, so dafl man sie einfach aus
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Statistikbiicher entnehmen kann. Dennoch wollen wir uns hier kurz damit
beschéftigen, wie man Schétzfunktionen finden kann.

Neben der Momentenmethode, auf die wir hier nicht eingehen wollen, ist
diei.w. von R.A. Fisher entwickelte Maximum-Likelihood-Schitzung!® eines
der bekanntesten Verfahren zum Auffinden von Schitzfunktionen. Das Prin-
zip ist sehr einfach: Es wird der Wert des zu schétzenden Parameters (bzw.
der Wertesatz der zu schitzenden Parameter) gewihlt, der die vorliegen-
de Zufallsstichprobe am wahrscheinlichsten macht. Man geht dazu wie folgt
vor: Wéren die Parameter der wahren, den Daten zugrundeliegenden Vertei-
lung bekannt, so kénnte man die Wahrscheinlichkeit berechnen, dafl bei ei-
nem Zufallsexperiment die beobachtete Zufallsstichprobe erzeugt wird. Die-
se Wahrscheinlichkeit kann man jedoch auch mit den unbekannten Parame-
tern aufschreiben (wenn auch nicht numerisch ausrechnen). Man erhilt eine
Funktion, die die Wahrscheinlichkeit der Zufallsstichprobe in Abhéngigkeit
von den unbekannten Parametern angibt. Diese Funktion heifit Likelihood-
Funktion. Aus dieser Funktion berechnet man durch (partielle) Ableitung
nach dem zu schitzenden Parameter und Nullsetzen eine Schiitzfunktion.

2.4.2.4 Beispiel zur Maximum-Likelihood-Schitzung

Gegeben: Eine Familie von Normalverteilungen Ny (x;u,0?), d.h.

1 x —p)?
Nx(l';lj,,a'z): Wexp <_(20_2))

Gesucht: Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter y und o2.

Die Likelihood-Funktion einer einfachen Zufallsstichprobe z = (z1, ..., z,),
die eine Realisierung eines Vektors X = (Xi,...,X,,) von mit den Parame-
tern p und o2 normalverteilten Zufallsvariablen ist, lautet

n 1 - 2
L(xla"'7xn;u702):H exXp <M>a

202

denn sie soll ja die Wahrscheinlichkeit der dem Datensatz zugrundeliegenden
Stichprobe in Abhéngigkeit von den Parametern p und o? beschreiben.
Durch Ausnutzung der bekannten Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion

I5R.A. Fisher hat die Methode der Maximum-Likelihood-Schitzung allerdings nicht
erfunden; schon C.F. Gaul und D. Bernoulli haben sie verwendet. Aber erst Fisher hat
sie systematisch untersucht und in der Statistik etabliert [Larsen and Marx 1986].
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kénnen wir diesen Ausdruck umformen in

vy (B,

Zur Bestimmung des Maximums dieser Funktion beziiglich der Parameter u
und o2 ist es giinstig, den natiirlichen Logarithmus zu bilden. Das Maximum
dndert sich dadurch nicht, da der natiirliche Logarithmus eine monotone
Funktion ist. Wir erhalten so:

L(zy,... ,xn;u,UQ) =

1 n
InL(zy,..., o0 p,0%) = —nln (v271'02> ~ 5,2 (z; — p)2

=1

Um das Maximum zu bestimmen, setzen wir nun die partiellen Ableitungen
nach p und o2 gleich 0. Die partielle Ableitung nach p ist

d N !
@lnL(xl,...,xn;u,o )= ﬁi;(xi_”):o’

woraus
also der Schatzwert

fiir den Parameter p folgt. Die partielle Ableitung der logarithmierten Like-
lihood-Funktion nach o2 liefert

0 9 n 1 & 9 !

Daraus folgt unter Einsetzen des oben bestimmten Schétzwertes fi fiir den
Parameter p die Schétzfunktion

2
N 1 j : )2 = En 2 E’n

fiir den Parameter o2. Man beachte, da$ man eine nicht erwartungstreue
Schétzfunktion erhélt. (Wir haben bereits oben gesehen, dafi die empirische
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Varianz mit einem Vorfaktor von % statt n%l nicht erwartungstreu ist.) Dies
zeigt, daf} es fiir die Varianz einer Normalverteilung keine Schétzfunktion
mit allen wiinschbaren Eigenschaften gibt. Unter dem vom erwartungstreu-
en Schitzer gelieferten Wert sind die Daten nicht maximal wahrscheinlich
und der von einem Maximum-Likelihood-Schétzer gelieferte Schitzwert ist
nicht erwartungstreu.

2.4.2.5 Maximum-A-posteriori-Schitzung

Als Alternative zur Maximum-Likelihood-Schéitzung gibt es die Maximum-
A-posteriori-Schitzung, die auf dem Bayesschen Satz beruht. Bei dieser
Schitzmethode setzt man eine A-priori-Verteilung iiber dem Wertebereich
des bzw. der Parameter voraus und berechnet mit Hilfe dieser Verteilung
und der gegebenen Daten iiber den Bayesschen Satz eine A-posteriori-Vertei-
lung tiber dem Wertebereich des bzw. der Parameter. Der Parameterwert
mit der grofiten A-posteriori-Wahrscheinlichkeit(sdichte) wird als Schiitz-
wert gewahlt. D.h., es wird der Wert 6 gewihlt, der

fD10)f0) D ]6)f(0)
f(D) Joo F(D16)£(6)d0

maximiert, wobei D die gegebenen Daten und f(f) die vorausgesetzte A-
priori-Verteilung sind.!® Zum Vergleich: Bei der oben besprochenen Maxi-
mum-Likelihood-Schétzung wird der Wert des Parameters 6 gewihlt, der
f(D | 6), also die Wahrscheinlichkeit der Daten, maximiert.

f@1D)=

2.4.2.6 Beispiel zur Maximum-A-posteriori-Schitzung

Um klar zu machen, warum es sinnvoll sein kann, eine A-priori-Verteilung
iiber den moglichen Werten des Parameters 6 anzugeben, betrachten wir
folgende drei Situationen:

e Ein Betrunkener behauptet, voraussagen zu kénnen, wie eine Miinze
fallen wird (Kopf oder Zahl). Bei zehn Wiirfen sagt er tatséchlich
immer die richtige Seite vorher.

e Eine Teetrinkerin behauptet, herausschmecken zu kénnen, ob zuerst
Tee oder zuerst Milch in die Tasse gegossen wurde. Bei zehn Versuchen
gibt sie tatséchlich stets die richtige Reihenfolge an.

16Man beachte, daBl diese Sichtweise nur in der subjektiven (personalistischen) Deutung
der Wahrscheinlichkeit méglich ist, da der Wert des Parameters in der frequentistischen
(empirischen) Sichtweise fest und nicht Gegenstand eines Zufallsexperimentes ist, also
auch keine Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt.
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e Ein Musikkenner behauptet, anhand einer einzelnen Notenseite erken-
nen zu kénnen, ob die Musik von Mozart stammt oder nicht. Bei zehn
zufillig ausgewihlten Notenseiten liegt er tatséchlich stets richtig.

Sei nun 6 der (unbekannte) Parameter, der die Wahrscheinlichkeit angibt,
mit der die richtige Aussage gemacht wird. Die Datenlage ist in allen drei
Fillen gleich: 10 richtige, 0 falsche Aussagen. Dennoch werden wir es kaum
flir angemessen halten, diese drei Fille gleich zu behandeln, wie es die
Maximum-Likelihood-Schitzung tut. Wir werden nicht glauben, daf3 der Be-
trunkene tatséichlich die Miinzseite vorhersagen kann, sondern annehmen,
daB er einfach ,,Gliick gehabt* hat. Auch der Teetrinkerin stehen wir skep-
tisch gegeniiber, wenn auch unsere Ablehnung weniger strikt ist als bei dem
Betrunkenen. Vielleicht gibt es ja chemische Verdnderungen je nach der Tee-
Milch-Reihenfolge, die sich in minimalen Geschmacksunterschieden zeigen,
die eine passionierte Teetrinkerin herausschmecken kann. Aber wir halten
diese Moglichkeit fiir sehr unwahrscheinlich. Dagegen sind wir leicht bereit,
dem Musikkenner Glauben zu schenken. Schliefflich gibt es Unterschiede
zwischen den Stilen verschiedener Komponisten, die einem versierten Ken-
ner wohl auch schon anhand einer Notenseite erlauben, zu erkennen, ob die
Musik von Mozart komponiert wurde oder nicht.

Die beschriebenen Haltungen den drei Situationen gegeniiber kénnen wir
in der A-priori-Verteilung iiber dem Wertebereich des Parameters 6 zum
Ausdruck bringen: Im Falle des Betrunkenen werden wir nur dem Wert 0.5
ein Wahrscheinlichkeitsdichte verschieden von 0 zuschreiben'!”. Im Falle der
Teetrinkerin werden wir eine A-priori-Verteilung wihlen, die den Werten
nahe 0.5 eine hohe, zur 1 hin sehr schnell abnehmende Wahrscheinlich-
keitsdichte zuordnet. Im Falle des Musikkenners werden wir dagegen auch
hoheren Werten (zur 1 hin) eine betréchtliche Wahrscheinlichkeitsdichte zu-
erkennen. Das fithrt dazu, dafl wir im Falle des Betrunkenen unabhéngig von
den Daten stets 0.5 als Parameterwert schitzen. Im Falle der Teetrinkerin
kann uns erst eine sehr deutliche Datenlage dazu bringen, hohere Werte des
Parameters 6 zu akzeptieren. Im Falle des Musikkenners dagegen reichen
wenige positive Beispiele, um zu einem hohen Schétzwert fiir 6 zu kommen.

Die A-priori-Verteilung enthélt folglich Hintergrundwissen iiber den die
Daten erzeugenden Prozefl und driickt aus, welche Parameterwerte wir er-
warten bzw. wie leicht wir bereit sind, sie zu akzeptieren. Die Wahl der
A-priori-Verteilung ist allerdings ein kritisches Problem, da sie subjektiv
getroffen werden muf. Je nach Erfahrungsschatz werden Menschen unter-
schiedliche A-priori-Verteilungen wihlen.

17Formal: Dirac-Puls bei 6 = 0.5.
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2.4.2.7 Intervallschitzung

Ein aus einer Zufallstichprobe berechneter Schétzwert fiir einen Parameter
wird i.a. von dem tatséchlichen Wert des Parameters abweichen. Es ist da-
her niitzlich, wenn man Aussagen iiber diese (unbekannten) Abweichungen
und ihre zu erwartende Groéfle machen kann. Die einfachste Moglichkeit ist
sicherlich, neben einem (Punkt-)Schétzwert ¢ die Standardabweichung D(T)
des Schitzers anzugeben, also

t+ D(T) =t + \/D2(T).

Eine bessere Moglichkeit besteht darin, Intervalle — sogenannte Konfidenz-
oder Vertrauensintervalle — zu bestimmen, in denen der wahre Wert des
Parameters mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt.

Die Grenzen dieser Konfidenzintervalle werden durch bestimmte Berech-
nungvorschriften aus den Stichprobenwerten gewonnen. Sie sind also Stati-
stiken, daher wie Punktschétzer (Realisierungen von) Zufallsvariablen und
konnen folglich analog behandelt werden. Formal werden sie so definiert:

Sei X = (Xy,...,X,) ein einfacher Zufallsvektor, dessen Zufallsvaria-
blen die Verteilungsfunktion Fx, (z;; ) mit dem (unbekannten) Parameter 6
besitzen. Weiter seien A = g4 (X1,...,X,) und B = gp(X1,...,X,) zwel
auf X definierte Schatzfunktionen, so daf3

P(A<9<B)=1-a, P(GSA):%, P(QzB):%.
Dann heifit das zuféllige Intervall [A, B] (oder eine Realisierung [a, b] dieses
zufilligen Intervalls) (1 —«)-100% Konfidenz- oder Vertrauensintervall
(confidence interval) fiir den (unbekannten) Parameter 6. Der Wert 1 — «
heifit Konfidenzniveau (confidence level).

Man beachte, dafl sich der Ausdruck ,,Konfidenz* in ,, Konfidenzintervall“
auf das Verfahren und nicht auf ein Ergebnis des Verfahrens (eine Realisie-
rung des zufiilligen Intervalls) bezieht. Vor dem Sammeln von Daten enthélt
ein (1 — a) - 100% Konfidenzintervall den wahren Wert mit Wahrscheinlich-
keit 1 — a. Nach dem Sammeln von Daten und dem Berechnen des Inter-
valls sind die Intervallgrenzen dagegen keine Zufallsvariablen mehr. Folglich
enthélt das Intervall den Parameter § oder nicht (Wahrscheinlichkeit 1 oder
0 — allerdings ist unbekannt, welcher Wert der richtige ist).

Die obige Definition eines Konfidenzintervalls ist nicht spezifisch genug,
um aus ihr eine Berechnungsvorschrift ableiten zu kénnen. In der Tat sind
die Schétzer A und B gar nicht eindeutig bestimmt: Die Mengen der Rea-
lisierungen des Zufallsvektors X; ..., X,, fiir die A > 6 und B < 0 gilt,
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miissen ja lediglich disjunkt sein und jeweils die Wahrscheinlichkeit § be-
sitzen. Um eine Berechnung der Grenzen A und B eines Konfidenzmtervalls
zu ermoglichen, schrankt man diese Schéitzer meist wie folgt ein: Sie werden
nicht als allgemeine Funktionen des Zufallsvektors, sondern als Funktionen
eines Punktschétzers T fiir den Parameter 6 angesetzt, d.h.

A=ha(T) und B =hg(T).

Damit lassen sich Konfidenzintervalle allgemein bestimmen, indem man
statt des Ereignisses A < # < B das entsprechende Ereignis in bezug auf
den Schétzer T betrachtet, also A* < T < B*. Natiirlich ist dieser Weg
nur gangbar, wenn sich aus den in bezug auf 7" anzusetzenden Umkehrfunk-
tionen A* = h;'(0) und B* = h;'(0) die Funktionen h(T) bzw. hp(T)
bestimmen lassen.

(Idee: P(A* <T < B¥) = l-a
= Ph'0)<T<hz'(0) = 1-a
= Pha(T)<0<hp(T) = l-«
= P(A<0<B) = 1-a)

Dies ist jedoch nicht immer (hinreichend leicht) moglich.

2.4.2.8 Beispiele zur Intervallschitzung
Gegeben: Eine Familie von Gleichverteilungen auf dem Intervall [0, 6], d.h
1 falls0<x<0
. _ 0 ST X0,
Fx(;0) = { 0, sonst.

Gesucht: Ein Konfidenzintervall fiir den unbekannten Parameter 6.

Hier gelangt man zum Erfolg, indem man mit dem erwartungstreuen Punkt-

schitzer U = %t max{Xy,..., X, } ansetzt:
B* o
P({U<B*) = / fulu;0)du = )
0
ntly a
PU> A" = fu(u;0)du = 3
A*

Wie wir aus dem Abschnitt iiber Punktschéitzung wissen, ist

nn+1 un—l

(n+1)m on °

fu(u;0) =
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Damit erhalten wir

B*:”’gn+19 und A*:"l—gn_‘_l@,
2 n 2 n

also

woraus man leicht

U U
P<n1_an+1<9< n an+1>:1_a

2 n 2 n

errechnet. Aus diesem Ausdruck lassen sich die Grenzen A und B des Kon-
fidenzintervall direkt ablesen.

Gegeben: Eine Familie von Binomialverteilungen, d.h.
bx(x;0,n) = <Z> 0% (1 —6)" .

Gesucht: Ein Konfidenzintervall fiir den unbekannten Parameter 6.

Fiir eine exakte Berechnung eines Konfidenzintervalls fiir den Parameter 6
setzt man analog zu dem obigen Beispiel an:

P(Xz47) = _Z:j (’Z)ei(l_e)”‘i < 3
b
rx<m) = 3 (T)ea-or < g

=0

Da diese Ausdriicke jedoch nicht leicht auszuwerten sind, wihlt man meist
einen anderen Weg, ndmlich die ndherungsweise Berechnung eines Konfiden-
zintervalls unter Zuhilfenahme des Grenzwertsatzes von de Moivre-Laplace
(siehe Satz 2.19 auf Seite 65). Dieser Satz erlaubt es, die Binomialverteilung
durch eine Standardnormalverteilung anzunihern:

z—nb _ (m—n9)2>'

1
a0 1) V2ol —0) ¥ <_2n9(1 —0)

Diese Naherung ist bereits fiir nf(1 — 6) > 9 sehr gut.

bx(z;0,n) ~ N<
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Ahnlich wie oben setzt man nun an:
p X —nb < B*
nf(1l —0)
pl Xm0 o) = @
nf(l —0) 2

Man beachte, daf hier nicht (wie oben) direkt der Schétzer (hier T = <)
fiir den unbekannten Parameter 6 auftritt, sondern (wegen der verwendeten
Néherung) eine Funktion dieses Schétzers.

Durch die Symmetrie der Normalverteilung vereinfachen sich die Ablei-
tungen. So wissen wir wegen dieser Symmetrie, dafl B* = —A*. Wir kénnen
daher schreiben:

P _A*<M<A*
nd(l —6)

5

- A*W » (- M)d“"

= (A — B(—A") = 20(A*)—1 = 1—a,

«
D) )

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Diese
Funktion 148t sich zwar nicht analytisch berechnen, ist aber tabelliert, so
dafl man zu einem gegebenen Wert ®(xz) den zugehérigen Wert x bestim-
men kann. Damit brauchen wir nur noch aus dem obigen Ausdruck einen
Ausdruck P(A < 6 < B) ableiten. Dies geschieht wie folgt:

X —nb
—F <
nd(1 —0)

= | X —nf] < A"\/nb(1-10)
= (X —nb)? < (A*")?nf(1 —0)
= 0%(n(A")? +n?) —0(2nX + (4%)%n) + X2 < 0.

* *

Aus der so erhaltenen quadratischen Gleichung lassen sich die Werte von A
und B berechnen zu

1 (A)° . [X(n=X) (A7)
A/Bn—l-(A*)2<XjL 2 :FA\/ n T >’

mit ¢(A*) =1

— 5, womit das gesuchte Konfidenzintervall gefunden ist.



82 KAPITEL 2. STATISTIK

2.4.3 Hypothesentest

Ein Hypothesentest ist ein statistisches Verfahren, mit dem eine Entschei-
dung zwischen zwei einander entgegengesetzten Hypothesen iiber den da-
tenerzeugenden Prozefl getroffen wird. Die Hypothesen kénnen sich auf den
Wert eines Parameters (Parametertest), auf eine Verteilungsannahme (An-
passungstest) oder auf die Abhingigkeit bzw. Unabhéngigkeit zweier Gréfien
beziehen (Abhdngigkeitstest). Eine der beiden Hypothesen wird bevorzugt,
d.h., die Entscheidung fallt im Zweifelsfalle zu ihren Gunsten aus. Diese
bevorzugte Hypothese nennt man die Nullhypothese Hy, die andere heifit
die Alternativhypothese H,. Nur bei ausreichend starker Evidenz gegen
die Nullhypothese wird die Alternativhypothese angenommen (und damit
die Nullhypothese verworfen). (Man sagt auch, die Nullhypothese erhalte
den ,, Vorteil des Zweifels“ — engl.: “benefit of the doubt”).'®

Die Testentscheidung wird auf der Grundlage einer Teststatistik getrof-
fen, also einer Funktion der Stichprobenwerte des gegebenen Datensatzes.
Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn der Wert der Teststatistik im so-
genannten kritischen Bereich C (critical region) liegt. Die Entwicklung
eines statistischen Tests besteht darin, zu einer Verteilungsannahme und
einem Parameter eine geeignete Teststatistik zu wéhlen und dann zu einem
vorzugebenden Signifikanzniveau (siehe néchster Abschnitt) den zugehori-
gen kritischen Bereich C zu bestimmen (siehe folgende Abschnitte).

2.4.3.1 Fehlerarten und Signifikanzniveau

Da die Daten, auf die sich die Testentscheidung stiitzt, Ergebnis eines Zu-
fallsprozesses sind, kénnen wir natiirlich nicht sicher sein, daf} die Entschei-
dung, die wir mit einem Hypothesentest treffen, richtig ist. Wir kénnen auch
eine Fehlentscheidung treffen, und zwar auf eine von zwei Arten:

Fehler 1. Art: Die Nullhypothese Hy wird, obwohl richtig, verworfen.
Fehler 2. Art: Die Nullhypothese Hy wird, obwohl falsch, angenommen.

Fehler 1. Art gelten als schwerwiegender, da ja die Nullhypothese den Vorteil
des Zweifels besitzt, also nicht so leicht verworfen wird wie die Alternativ-
hypothese. Wird die Nullhypothese trotzdem verworfen, obwohl sie richtig
ist, haben wir einen schweren Fehler gemacht. Man versucht daher in einem

18Man kénnte auch sagen: Es wird ein Gerichtsverfahren gegen die Nullhypothese
gefiihrt, wobei die Daten (Stichprobe) als Indizien fungieren. Im Zweifelsfalle wird fiir
den Angeklagten (die Nullhypothese) entschieden. Nur wenn die Beweise belastend ge-
nug sind, wird der Angeklagte verurteilt (die Nullhypothese verworfen).
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Hypothesentest die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art auf einen Ma-
ximalwert « zu begrenzen. Dieser Maximalwert o heiffit das Signifikanz-
niveau des Hypothesentestes. Es ist vom Anwender zu wéhlen. Typische
Werte fiir das Signifikanzniveau sind 10%, 5% oder 1%.

2.4.3.2 Parametertest

Bei einem Parametertest machen die gegeniibergestellten Hypothesen Aus-
sagen iiber den Wert eines oder mehrerer Parameter. So kann etwa die
Nullhypothese die Aussage sein, dafl der wahre Wert eines Parameters 6
mindestens (oder hochstens) 6y betrégt:

Hy: 6> 0,, H,: 0<¢.

Man spricht in diesem Falle von einem einseitigen Test. Bei einem zwei-
seitigen Test besteht die Nullhypothese dagegen darin, dafl der wahre Wert
eines Parameters innerhalb eines bestimmten Intervalles liegt oder gleich ei-
nem bestimmten Wert ist. Weitere Formen von Parametertests vergleichen
etwa die Parameter der Verteilungen, die zwei verschiedenen Stichproben
zugrundeliegen. Wir betrachten hier nur den einseitigen Test als Beispiel.

Bei einem einseitigen Test wie dem oben beschriebenen wéhlt man ge-
wohnlich einen Punktschétzer T fiir den Parameter 6 als Teststatistik. In
diesem Fall werden wir die Hypothese Hy nur dann ablehnen, wenn der
Wert des Punktschétzers T einen Wert ¢, den kritischen Wert (critical
value), nicht iibersteigt. Die kritische Region ist folglich C' = (—o0,¢]. Es
ist klar, dal der Wert c links von 6y liegen muf}, denn wenn schon der Wert
des Punktschétzers T 0y iibersteigt, werden wir Hy kaum sinnvoll ablehnen
konnen. Aber auch ein Wert, der nur wenig unterhalb von 6 liegt, wird nicht
ausreichen, um die Wahrscheinlichkeit eines Fehler 1. Art (die Hypothese H
wird, obwohl richtig, verworfen) hinreichend klein zu machen. ¢ wird daher
ein Stiick weit links von 6y liegen miissen. Formal wird der kritische Wert ¢
so bestimmt: Wir betrachten

B(0) = Py(Hp wird verworfen) = Py(T € C),

was sich fiir den hier betrachteten einseitigen Test noch zu 8(0) = P(T < ¢)
vereinfachen 1d8t. 5(6) nennt man auch die Stirke (power) des Testes. Sie
beschreibt die Wahrscheinlichkeit einer Ablehnung von Hy in Abhéngigkeit
vom Wert des Parameters 6. Thr Wert soll fiir alle Werte 6, die die Null-
hypothese erfiillen, kleiner als das Signifikanzniveau a sein. Denn wenn die
Nullhypothese wahr ist, wollen wir sie ja nur mit einer Wahrscheinlichkeit
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von hochstens o ablehnen, um nur mit dieser Wahrscheinlichkeit einen Feh-
ler 1. Art zu machen. Also muf} gelten

0:0 gg&ﬁi Ho AO) < o
Fiir den hier betrachteten Test sieht man leicht, dafl die Stéirke 3(0) des
Testes ihr Maximum gerade fiir § = 6y annimmt. Denn je grofler der wahre
Wert von 6 ist, um so unwahrscheinlicher ist es, dafl die Teststatistik (der
Punktschitzer T') einen Wert von hochstens c liefert. Also miissen wir den
kleinsten Wert 6 wihlen, der die Nullhypothese Hy : 8 > 6 erfiillt. Der
Ausdruck reduziert sich dadurch zu

6(90) S Q.

Es bleibt nun nur noch 5(6y) aus der Verteilungsannahme und dem Punkt-
schitzer T' zu berechnen, um den Test zu vervollstédndigen.
2.4.3.3 Beispiel zum Parametertest

Als Beispiel fiir einen Parametertest betrachten wir einen einseitigen Test
des Erwartungswertes u einer Normalverteilung N (u, 0%) mit bekannter Va-
rianz o [Berthold and Hand 2002]. D.h., wir betrachten die Hypothesen

Ho: p> po, Hy:  p<po.

Als Teststatistik verwenden wir den iiblichen Punktschétzer fiir den Erwar-
tungswert einer Normalverteilung, also

iXiv
i=1

d.h. das arithmetische Mittel der Stichprobenwerte. (n ist der Umfang der
Stichprobe.) Dieser Schitzer hat, wie man leicht nachrechnen kann, die
Wahrscheinlichkeitsdichte

X:

S|

fx(@) =N (w5p.%).

Folglich ist

a=ﬂ(uo)=Puo(X§C):P<)§/_\/%0 = Z;ﬁ) :P<ZS Z;ﬁ)
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mit der standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z. (Um eine Aussage
iiber eine solche Zufallsvariable zu erhalten, wurde gerade der dritte Um-
formungsschritt ausgefiihrt.) Also ist

a=d C— Mo
a/yn)’
wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist, die man
in vielen Wahrscheinlichkeitstheorie- und Statistiklehrbiichern tabelliert fin-

det. Aus einer solchen Tabelle liest man denjenigen Wert z, ab, fiir den
®(z,) = . Der kritische Wert ist dann

C:/J/O""_Zoz\/ﬁ

Man beachte, dafl z, wegen des kleinen Wertes von « negativ ist, und c
folglich, wie auch oben plausibel gemacht, kleiner ist als pg.

Um ein Zahlenbeispiel zu erhalten, wihlen wir [Berthold and Hand 2002]
o = 130 und o = 0.05. AuBlerdem sei ¢ = 5.4, n = 125 und T = 128. Aus
einer Tabelle der Standardnormalverteilung lesen wir zg o5 ~ —1.645 ab'?
und erhalten

5.4
co.05 ~ 130 — 1.645E ~ 128.22.
Da z = 128 < 128.22 = ¢ wird die Hypothese Hy abgelehnt. Hétten wir
dagegen a = 0.01 gewéhlt, so hétte sich mit zg9; ~ —2.326

5.4
co.01 ~ 130 — 2.326—— ~ 127.49

V25
ergeben und Hy wére nicht abgelehnt worden.
Alternativ kann man auch das Signifikanzniveau unbestimmt lassen und
stattdessen den Wert o angeben, ab dem die Hypothese Hy abgelehnt wird.
Dieser Wert « wird als p-Wert (p-value) bezeichnet. Fiir das obige Beispiel

hat er den Wert
128 — 130
p=2>o () ~ 0.032.
5.4/v/25

D.h., die Hypothese H; wird bei einem Signifikanzniveau iiber 0.032 abge-
lehnt, bei einem Signifikanzniveau unter 0.032 nicht abgelehnt.

190der berechnen ihn mit Hilfe des auf der WWW-Seite zur Vorlesung zur Verfiigung
gestellten Programms ndqtl.c zur Berechnung der Quantile einer Normalverteilung.
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2.4.3.4 Anpassungstest

Mit einem Anpassungstest wird gepriift, ob zwei Verteilungen, und zwar
entweder zwei empirische Verteilungen oder eine empirische und eine theo-
retische, iibereinstimmen. Oft werden Anpassungstests verwendet, um ei-
ne Verteilungsannahme, wie sie die Parameterschitzung voraussetzt, zu te-
sten. Wir betrachten als Beispiel den y2-Anpassungstest fiir eine Polyno-
mialverteilung: Gegeben sei ein eindimensionaler Datensatz vom Umfang n
iiber den k Attributwerten aq,...,a, sowie eine Annahme iiber die Wahr-
scheinlichkeiten p¥, 1 < i < k, mit denen die Attributewerte a; auftreten.
Wir wollen priifen, ob die Hypothese auf den Datensatz paBt, d.h., ob die
tatsdchlichen Wahrscheinlichkeiten p; mit den hypothetischen p}, 1 <17 <k,
iibereinstimmen oder nicht. Dazu stellen wir die Hypothesen

Hy:Vi,1<i<k:p,=p] und H,:3i,1<i<k:p #p;

einander gegeniiber. Eine geeignete Teststatistik ergibt sich aus dem folgen-
den Satz iiber polynomialverteilte Zufallsvariablen, die die Haufigkeit des
Auftreten der verschiedenen Werte a; in einer Stichprobe beschreiben.

Satz 2.20 Sei (X1,...,Xx) eine k-dimensionale, mit den Parametern py,
.., Pk und n polynomialverteilte Zufallsvariable. Dann ist die Zufallsvaria-

ble i
vy o)t
i=1

néiherungsweise x2-verteilt mit k—1 Freiheitsgraden. (Damit diese Niherung
hinreichend gut ist, sollte Vi,1 < i < k : np; > 5 gelten. Dies lafit sich durch
Zusammenfassung von Attributwerten/Zufallsvariablen stets erreichen.)

In der Berechnungsvorschrift fiir die Zufallsvariable Y werden die Werte der
Zufallsvariablen X; mit ihren Erwartungswerten np; verglichen, die Abwei-
chungen quadriert (unter anderem, damit sich nicht positive und negative
Abweichungen gegeneinander wegheben) und gewichtet aufsummiert, wobei
eine Abweichung um so stirker gewichtet wird, je kleiner der Erwartungs-
wert ist. Da Y y2-verteilt ist, sind groe Werte unwahrscheinlich.

Die Zahl der Freiheitsgrade ergibt sich iibrigens aus der Zahl der freien
Parameter der Verteilung. n ist kein freier Parameter, da er sich aus dem
Umfang des Zufallsexperimentes ergibt. Von den k Parametern pq,...,px
konnen nur k£ — 1 frei gewéhlt werden, da ja Ele p; = 1 gelten muf3. Von
den insgesamt k+ 1 Parametern der Polynomialverteilung bleiben daher nur
k — 1 iibrig, die die Zahl der Freiheitsgrade bestimmen.
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Indem man die tatséchlichen Wahrscheinlichkeiten p; durch die hypo-
thetischen p; ersetzt und fiir die Zufallsvariablen X, ihre Instanziierung in
einer Stichprobe (absolute Hiufigkeit des Auftretens von a; in der Stichpro-
be) ersetzt, erhélt man eine Teststatistik fiir den Anpassungstest, ndmlich

k

=y i

i=1 np g
Trifft die Nullhypothese Hy zu, stimmen also alle hypothetischen Wahr-
scheinlichkeiten mit den tatséchlichen iiberein, so ist es unwahrscheinlich,
da y einen grofien Wert annimmt, da y dann eine Instanziierung der Zu-
fallsvariable Y ist, die x2-verteilt ist. Man wird daher die Nullhypothe-
se Hy ablehnen, wenn der Wert von y einen vom gewahlten Signifikanz-
niveau abhidngenden kritischen Wert ¢ tiberschreitet. Die kritische Region
ist folglich C' = [c,00). Der kritische Wert ¢ wird aus der y2-Verteilung
mit & — 1 Freiheitsgraden bestimmt, und zwar als derjenige Wert, fiir den
P(Y > ¢) = a bzw. dquivalent P(Y < ¢) = Fy(¢) = 1 — « gilt, wobei Fy
die Verteilungsfunktion der x2-Verteilung mit k& — 1 Freiheitsgraden ist.

Man beachte, dafl man in der Praxis ggf. die Zahl k der Attributewerte
durch Zusammenfassen von Attributwerten verringern muf3, um sichzustel-
len, dal Vi,1 < i < k : np; > 5 gilt, da sonst die Nédherung durch die
x2-Verteilung nicht gut genug ist.

Fiir stetige Verteilungen kann man den Wertebereich in nicht {iberlap-
pende Intervalle einteilen, die hypothetische Verteilung durch eine Trep-
penfunktion ann#hern (konstanter Funktionswert je Intervall) und dann
den Anpassungstest fiir eine Polynomialverteilung durchfiihren, wobei je-
des Intervall einen Experimentausgang darstellt. In diesem Fall kann man
entweder mit einer vollstdndig bestimmten hypothetischen Verteilung arbei-
ten (alle Parameter vorgegeben, Test ob eine bestimmte Verteilung auf die
Daten pafit) oder die Parameter ganz oder teilweise aus den Daten schiitzen
(Test, ob eine Verteilung eines bestimmten Typs auf die Daten pafit). Im
letzteren Fall ist jedoch die Zahl der Freiheitsgrade der y2-Verteilung um 1
fiir jeden aus den Daten geschétzen Parameter zu verringern. Das ist auch
plausibel, denn mit aus den Daten geschétzten Parametern sollte natiirlich
die Stérke des Testes sinken und genau diesen Effekt hat die Verringerung
der Zahl der Freiheitsgrade.

Als Alternative zur Anwendung des x2-Anpassungstestes auf eine Inter-
valleinteilung steht fiir stetige Verteilungen der Kolmogorow-Smirnow-
Test zur Verfiigung, der ohne Intervalleinteilung auskommt, sondern direkt
die empirische mit der hypothetischen Verteilungsfunktion vergleicht.
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2.4.3.5 Beispiel zum Anpassungstest

Von einem Wiirfel werde vermutet, daf3 er nicht fair sei, daf} also die verschie-
denen Augenzahlen nicht mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Um die-
se Hypothese zu priifen, werfen wir den Wiirfel 30-mal und zéhlen, wie
h#ufig die verschiedenen Augenzahlen auftreten. Das Ergebnis sei:

.’1?1:2, $2:4, 56‘3:3, .1'4257 .’175:3, 3?6:13,

d.h., die Augenzahl 1 wurde zweimal geworfen, die Augenzahl 2 viermal etc.
Dann stellen wir die Hypothesen

1 1
HO:Vi,1§i§6:pi:6 und Ha:3i71§i§6:pi7ég

einander gegeniiber. Da wegen n = 30 gilt, dafl Vi : np; = 30% =5, sind die
Voraussetzungen des Satzes 2.20 erfiillt und daher ist die y2-Verteilung mit
5 Freiheitsgraden eine gute Ndherung der Verteilung der Zufallsvariable Y.
Wir berechnen die Teststatistik

(z:—30-1)2 1< , 67
_ &) _ 2 i —5)2 = — =134
Yy Z 30.% 5Z($ ) 5

i=1 i=1

Fiir ein Signifikanzniveau von oy = 0.05 (5% Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 1. Art) betrigt der kritische Wert ¢ ~ 11.07, da fiir eine y?-verteilte
Zufallsvariable Y mit 5 Freiheitsgraden gilt, daf3

P(Y <11.07) = Fy(11.07) = 0.95 = 1 — o,

wie man z.B. aus Tabellen der y2-Verteilung ablesen kann. Da 13.4 > 11.07,
148t sich die Nullhypothese, der Wiirfel sei fair, auf einem Signifikanzniveau
von a7 = 0.05 ablehnen. Sie 148t sich jedoch nicht auf einem Signifikanzni-
veau von as = 0.01 ablehnen, da

P(Y <15.09) = Fy(15.09) =0.99 =1 — ay
und 13.4 < 15.09. Der p-Wert betréigt
p=1—Fy(13.4) ~1—0.9801 = 0.0199.

D.h., fiir ein Signifikanzniveau iiber 0.0199 wird die Nullhypothese Hy ab-
gelehnt, fiir ein Signifikanzniveau unter 0.0199 dagegen angenommen.



2.4. BEURTEILENDE STATISTIK 89

2.4.3.6 Abhingigkeitstest

Mit einem Abhéngigkeitstest wird gepriift, ob zwei Groflen abhéingig sind.
Im Prinzip 148t sich aus jedem Anpassungstest leicht ein Abhéngigkeit-
stest ableiten: Man vergleicht die empirische gemeinsame Verteilung zwei-
er Groflen mit einer hypothetischen unabhéngigen Verteilung, die aus den
Randverteilungen berechnet wird. Dabei werden die Randverteilungen ge-
wohnlich aus den Daten geschétzt.

Wir betrachten als Beispiel den y2-Abhingigkeitstest fiir zwei nominale
GroBen, der sich aus dem x2-Anpassungstest ableitet. Seien Xij, 1 < i< Ky,
1 < j < ko, Zufallsvariablen, die die absolute Haufigkeit des gemeinsamen

Auftretens der Werte aZ und b; zweier Attribute A bzw. B beschreiben.
Weiter seien X; = Z (X und X ; = ¥ X, die Randhiufigkeiten
(absolute Hiufigkeiten der Attributwerte a; und b;). Dann berechnet man
als Teststatistik aus den Instanziierungen x;;, x;. und x ; dieser Zufallsva-
riablen, die man aus einer Stichprobe vom Umfang n auszahlt, bzw. den aus
ihnen geschétzten Verbundwahrscheinlichkeiten p;; = x;f und Randwahr-
scheinlichkeiten p; = % und p; = %, die Teststatistik

ki ko k1 ko )

y_zz xﬁizlexj ZZ pz] DiP.j

i=1j=1 =1 j=1 pip.j

Der kritische Wert ¢ wird mit Hilfe des Signifikanzniveaus aus einer -
Verteilung mit (k; — 1)(ko — 1) Freiheitsgraden berechnet, wobei die Zahl
der Freiheitsgrade wie folgt zustande kommt: Fiir die k; - ko Wahrschein-
lichkeiten p;;, 1 <7 < kq, 1 < j < ko, fiir das Auftreten der verschiedenen
Kombinationen von a; und b; muf} Zf;l Zfil pi; = 1 gelten. Bleiben noch
k1 - ko — 1 freie Parameter. Aus den Daten werden die k1 Wahrscheinlich-
keiten p; und die k» Wahrscheinlichkeitem p ; geschitzt. Fiir diese mufl
allerdings wieder 252:1 pi. = 1 und Zf;lpj = 1 gelten, so daB} sich die
Zahl der Freiheitsgrade nur um (k1 — 1) + (k2 — 1) verringert. Insgesamt
haben wir k‘1]€2 —1- (/4}1 — 1) — (kg — 1) = (k‘l — 1)(k2 — 1) Freiheitsgrade.

2.4.4 Modellauswahl

Eine wesentliche Aufgabe der beurteilenden Statistik ist, ein geeignetes Mo-
dell fiir die gegebenen Daten auszuwéhlen, gewohnlich aus einer vorgegebe-
nen Menge in Frage kommender Modelle. Bei dieser Wahl miissen Modell-
komplexitdt und Passung des Modells auf die Daten gegeneinander abge-
wogen werden. Denn das komplexere Modell wird i.a. besser auf die Daten
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Abbildung 2.12: Modelle verschiedener Komplexitét fiir die gleichen Daten.

passen (geringere Abweichung der Datenpunkte, hshere Wahrscheinlichkeit
der Stichprobe), aber es ist die Frage, ob die Passung so viel besser ist, dafl
sie die hohere Modellkomplexitit rechtfertigt. Insbesondere ist zu beriick-
sichtigen, daf} ein bestimmtes Modell fiir eine Stichprobe zwar vielleicht die
Daten dieser Stichprobe gut beschreibt, aber den datenerzeugenden Prozef3
nur schlecht erfafit, weil es zu sehr die zufélligen Besonderheiten der Stich-
probe modelliert. In einem solchen Fall wird das Modell zur Vorhersage,
wozu statistische Modelle ja oft benutzt werden, wenig taugen, denn die
zufiilligen Besonderheiten der Stichprobe werden in der Zukunft, fiir neue
Daten, kaum wieder genau so auftreten.

Zur Veranschaulichung betrachten wir den folgenden, aus 8 Datenpunk-
ten bestehenden zweidimensionalen Datensatz:

|1 2 3 4 5 6 7 8
yl|1 3 2 3 4 3 5 6

Mit Hilfe der Regression, die in Kapitel 3 genauer besprochen wird, kénnen
wir fiir diesen Datensatz eine Ausgleichsgerade oder ein Ausgleichspolynom
bestimmen. Wenn wir den Grad des Polynoms zu 7 wéhlen, erhalten wir
ein perfektes Modell, das genau die Datenpunkte trifft, wihrend es natiirlich
Abweichungen von der Ausgleichsgerade gibt (siche Abbildung 2.12). Trotz-
dem wird man die Regressiongerade als das bessere Modell ansehen, da es
besser fiir Vorhersagen geeignet ist: So werden wir kaum annehmen, das
das Ausgleichpolynom fiir z-Werte zwischen 7 und 8 oder gar fiir z-Werte
grofler als 8 eine sinnvolle Extrapolation erlaubt, wihrend die Ausgleichs-
gerade hier sehr plausible Werte liefert (siehe Abbildung 2.12).
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2.4.4.1 Informationskriterien

Eine beliebte Methode zur statistischen Modellauswahl sind sogenannte In-
formationskriterien (information criteria). Sie werden gewohnlich defi-
niert als der Logarithmus der Wahrscheinlichkeit der Daten gegeben ein
betrachtetes Modell (auch als Log-Likelihood der Daten bezeichnet, ver-
gleiche die Maximum-Likelihood-Schétzung) zuziiglich eines Terms, der von
der Zahl der Parameter des Modells abhéingt. Auf diese Weise beriicksich-
tigt ein Informationskriterium sowohl die statistische Giite der Passung des
Modells (durch die Wahrscheinlichkeit der Daten) als auch die Anzahl der
Parameter, die geschitzt werden miissen, um diese Passungsgiite zu erzielen,
indem ein Erhohen der Zahl der Parameter mit einer Art , Strafe“ belegt
wird [Everitt 1998]. Allgemein werden Informationskriterien so definiert:

IC.(M|D) = —2WmP(D| M)+ r|O(M)],

wobei D der gegebene Datensatz, M das betrachtete Model, © (M) die Men-
ge der Parameter des Modells M, und k ein Parameter sind. P(D | M) ist
die Wahrscheinlichkeit der Daten, wie sie aus dem Modell berechnet werden
kann (Likelihood der Daten). Ein Modell ist um so besser, je kleiner der
Wert des Informationskriteriums ist.

Es sollte klar sein, dafl eine Wahl von k = 0 einem reinen Maximum-
Likelihood-Ansatz entspricht, da ja dann die Komplexitit des Modells kei-
nen Einflufl hat. Ein solcher Ansatz ist jedoch nicht sehr sinnvoll, da meist
das komplexeste Modell am besten auf die Daten pafit (vgl. obiges Beispiel).

Wichtige Spezialfille der oben angegebenen allgemeinen Form sind das
Akaike-Informationskriterium (AIC) [Akaike 1974] und das Bayessche
Informationskriterium (BIC) [Schwarz 1978]. Ersteres ergibt sich fiir
x = 2. Es wird aus asymptotischen entscheidungstheoretischen Uberlegun-
gen hergeleitet. Fiir letzteres ist £ = Inn, wobei n der Umfang des Datensat-
zes D ist, fiir den ein Modell gesucht wird. Es wird aus einem asymptotischen
Bayesschen Argument abgeleitet [Heckerman 1998].

2.4.4.2 Minimale Beschreibungslinge

Um die Giite der Passung eines Modells und seine Komplexitéit kommen-
surabel, also mit dem gleichen Mafistab mef}- und dadurch vergleichbar
zu machen, kann man das Prinzip der minimalen Beschreibungslinge
(minimum description length, MDL) oder minimalen Nachrichtenlinge
(minimal message length, MML) verwenden: Man stellt sich vor, daf} ein
gegebener Datensatz von einem Sender zu einem Empfinger zu {ibertragen
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ist. Da die Ubertragung Kosten verursacht, soll die Lénge der zu sendenden
Nachricht so klein wie moglich sein. Nun ist klar, das man, wenn man ein
gutes Modell der Daten hat, dieses ausnutzen kann, um die Daten kiirzer zu
kodieren, ndmlich indem man sich auf das Modell bezieht und nur Abwei-
chungen von diesem Modell iibertrigt oder indem man die durch das Modell
spezifizierten Wahrscheinlichkeiten ausnutzt, um haufigen Attributewerten
kurze, seltenen Attributwerten dagegen lange Kodes zuzuordnen (vergleiche
auch Abschnitt ?? iiber den Informationsgewinn als Auswahlmaf fiir Ent-
scheidungsbdume). Im Extremfall pafit das Modell exakt auf die Daten, so
daf eigentlich gar keine Nachricht mehr gesendet werden muf3.

Das Problem eines solchen Ansatzes besteht darin, dal der Empfanger
das Modell, daf3 der Sender zur kiirzeren Kodierung der Daten benutzt hat,
nicht kennt und daher die erhaltene Nachricht nicht entschliisseln kann.
Daher mufl das Modell, wenn eines verwendet wird, ebenfalls iibertragen
werden. Das verldangert allerdings die Nachricht, und zwar um so mehr, je
komplexer das Modell ist, da komplexe Modelle natiirlich aufwendiger zu
beschreiben sind. Es kann dann giinstiger sein, nicht das am besten passende
Modell zur Kodierung der Daten zu verwenden, sondern ein einfacheres,
weniger gut passendes Modell, das dafiir kiirzer beschrieben werden kann.

Allgemein wihlt man beim Ansatz der minimalen Beschreibungsldnge
dasjenige Modell (aus einer Menge vorgegebener Modelle), das die Linge
der zu sendenden Nachricht, also

Beschreibungslinge = Linge der Modellbeschreibung
+ Liange der Datenbeschreibung

minimiert. Die Linge der Datenbeschreibung gibt an, wie gut das Modell
auf die Daten pafit: Je besser das Modell pafit, um so kiirzer lassen sich die
Daten kodieren. Die Lénge der Modellbeschreibung gibt an, wie komplex
das Modell ist: Je komplexer das Modell, um so ldnger seine Kodierung. Da
beide Groflen Nachrichtenlingen (Anzahl Bits) sind, kénnen sie miteinander
verglichen werden und damit die Giite der Passung und die Modellkomple-
xitét gegeneinander abgewogen werden.

2.4.4.3 Beispiel zur minimalen Beschreibungslinge

Als Beispiel zur Modellauswahl mit Hilfe der minimalen Beschreibunsgldnge
betrachten wir die Kodierung eines Datensatzes vom Umfang n iiber den
k Attributwerten aq,...,ar. Diesen Datensatz konnen wir erstens ohne ein
Modell iibertragen, wobei wir implizit annehmen, daf} die Attributwerte alle
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mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten. Dann brauchen wir
li =nlogy k

Bits, um die Daten zu iibertragen. Denn um einen einzelnen Wert zu {iber-
tragen, brauchen wir log, k£ Bits, weil man im Durchschnitt etwa log, k Ja-
Nein-Fragen braucht, um mit einem der bindren Suche analogen Verfahren
einen Wert aus einer Menge von k Werten zu identifizieren: Die Menge wird
in zwei etwa gleich grofle Teilmengen aufgeteilt und dann wird nach dem
Enthaltensein in einer dieser Mengen gefragt. Unabhéngig von der Antwort
kann die Hilfte der Werte ausgeschlossen werden. Anschlielend wird das
Verfahren rekursiv auf die andere Teilmenge angewandt. Der Kode besteht
einfach in der Folge der Antworten, die durch ja = 1 und nein = 0 kodiert
werden (weitere Details zu Kodierung finden sich in Abschnitt ?7?).
Alternativ kénnen wir die Daten iibertragen, indem wir als Modell eine

Polynomialverteilung verwenden, deren Parameter py, ..., pr (bzw. dquiva-
lent die absoluten Hiufigkeiten 1, ...,z der Attributewerte im Datensatz,
aus denen die py,...,pr geschitzt werden) wir ausnutzen, um die Daten
kiirzer zu beschreiben. In diesem Fall brauchen wir
(n+k—1) n!
lo = logg—————— + log,———
2 82 701k — 1)1 82 . ]

— —
Modellbeschreibung ~Datenbeschreibung

Bits zur Ubertragung. Der Term fiir die Modellbeschreibung kommt fol-
gendermaflen zustande: Wir stellen uns ein Kodebuch vor, in dem alle
moglichen Hiufigkeitsverteilungen von n Beispielen (Kugeln) auf & Attri-

butwerte (Kisten) verzeichnet sind, und zwar eine je Seite. Dieses Buch hat
_ (n4k=1)!
S1 = IGE—1)!

Objekten (n Kugeln und k — 1 Kastenwénde) auffithren miissen, von denen
n (die Kugeln) bzw. k — 1 (die Kastenwiinde) ununterscheidbar sind. Zur
Ubertragung des Modells iibermitteln wir einfach die Seitennummer, die
(auf die gleiche Weise wie oben) wir in log, s Bits kodieren kénnen.

Auf #hnliche Weise werden die Daten beschrieben. Wir kennen bereits
aus der Modellbeschreibung die Haufigkeiten x; der verschiedenen Attribut-
werte a;, 1 < i < k. Wieder stellen wir uns ein Kodebuch vor, in dem alle
moglichen Anordnungen von n Objekten verzeichnet sind, eine je Seite, wo-
bei Gruppen von z1,...,x; Objekten ununterscheidbar sind. Dieses Buch
hat, wie die Kombinatorik lehrt, s, = —™— Seiten. Wie das Modell iibert-

. T 'Ik'
ragen wir auch die Daten durch Ubermittlung der Seitennummer, wofiir wir
log, so Bits bendtigen.

Seiten, da wir die moglichen Anordnungen von n + k — 1
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Ist nun die Beschreibungsldnge s kleiner als die Beschreibungsliange 11,
was bei hinreichend grofien Abweichungen von einer Gleichwahrscheinlich-
keit aller Attributwerte und einem hinreichend grofien Datensatz der Fall
sein wird, so wird man das Polynomialverteilungsmodell der modellosen An-
nahme gleicher Wahrscheinlichkeiten vorziehen. Ist [; dagegen kleiner als Is,
so ist die Polynomialverteilung ein zu komplexes Modell, dessen Verwendung
durch die Daten nicht gerechtfertigt wird.

Man beachte, dafl man auf diese Weise auch einen Hypothesentest (ohne
Signifikanzniveau) durchfiithren kann, ndmlich, ob hinreichende Griinde vor-
liegen, um die Hypothese einer Gleichwahrscheinlichkeit aller Attributwerte
abzulehnen. Dies ist der Fall, wenn [ < ;.



Kapitel 3

Regression

In diesem Kapitel betrachten wir die in der Analysis und Statistik wohlbe-
kannte Methode der kleinsten Quadrate, auch Regression genannt,
zur Bestimmung von Ausgleichsgeraden (Regressionsgeraden) und allgemein
Ausgleichpolynomen. Die Darstellung folgt im wesentlichen [Heuser 1988]
(auBler multilineare und nicht-polynomiale Regression und Lésen von Zwei-
Klassen-Problemen mit Hilfe der Regression).

(Physikalische) Mefldaten zeigen selten exakt den gesetzméfigen Zusam-
menhang der gemessenen Groflen, da sie unweigerlich mit Fehlern behaftet
sind. Will man den Zusammenhang der gemessenen Grofien dennoch (we-
nigstens niherungsweise) bestimmen, so steht man vor der Aufgabe, eine
Funktion zu finden, die sich den Mefldaten moglichst gut anpaft, so dafl die
MeBfehler ,,ausgeglichen“ werden. Natiirlich sollte dazu bereits eine Hypo-
these iiber die Art des Zusammenhangs vorliegen, um eine Funktionenklasse
wahlen und dadurch das Problem auf die Bestimmung der Parameter einer
Funktion eines bestimmten Typs reduzieren zu kénnen.

3.1 Lineare Regression

Erwartet man z.B. bei zwei Groflen z und y einen linearen Zusammen-
hang (z.B. weil ein Diagramm der Mefipunkte einen solchen vermuten 148t
oder weil man einen betragsméflig groflen Korrelationskoeffizienten berech-
net hat), so muff man die Parameter a und b der Gerade y = g(x) = a + bx
bestimmen. Wegen der unvermeidlichen Mefifehler wird es jedoch i.a. nicht
moglich sein, eine Gerade zu finden, so daf alle gegebenen n Mef3punkte

95
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(zi,9i), 1 < i < n, genau auf dieser Geraden liegen. Vielmehr wird man
versuchen miissen, eine Gerade zu finden, von der die Mepunkte moglichst
wenig abweichen. Es ist daher plausibel, die Parameter a und b so zu be-
stimmen, daf} die Abweichungsquadratsumme

n n

Fa,b) = > (g(x:) —9i)® = Y (a+bx; — i)

i=1 i=1

minimal wird. D.h., die aus der Geradengleichung berechneten y-Werte sol-
len (in der Summe) moglichst wenig von den gemessenen abweichen. Die
Griinde fiir die Verwendung des Abweichungsquadrates sind i.w. die folgen-
den: Erstens ist die Fehlerfunktion durch die Verwendung des Quadrates
iiberall (stetig) differenzierbar, wihrend die Ableitung des Betrages, den
man alternativ verwenden konnte, bei 0 nicht existiert/unstetig ist. Zwei-
tens gewichtet das Quadrat grole Abweichungen von der gewiinschten Aus-
gabe stirker, so dafl vereinzelte starke Abweichungen von den Mefdaten
tendenziell vermieden werden.'

Aus der Analysis ist bekannt, dafl eine notwendige Bedingung fiir ein
Minimum der oben definierten Fehlerfunktion F'(a,b) ist, dal die partiellen
Ableitungen dieser Funktion nach den Parametern a und b verschwinden,
also

OF "
90 = ; 2(a + bx; — yi) = 0 und
oF -

5 Z 2a+bz; —yi)z; = 0

i=1
gilt. Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir nach wenigen einfachen
Umformungen die sogenannten Normalgleichungen

na + (i%)b = iyz
i=1 i=1
(i%) a + (ixf) b zn:ffiym
i=1 i=1 i=1

IMan beachte allerdings, daf3 dies auch ein Nachteil sein kann. Enthilt der gegebene
Datensatz ,,Ausreifier (das sind MeBwerte, die durch zufillig aufgetretene, unverhélt-
nismiBig grofie MeBfehler sehr weit von dem tatséichlichen Wert abweichen), so wird die
Lage der berechneten Ausgleichsgerade u.U. sehr stark von wenigen Mefpunkten (eben
den Ausreifiern) beeinfluit, was das Ergebnis unbrauchbar machen kann.
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Yy
6 -
5 -
4 Abbildung 3.1: Beispieldaten
3 und mit der Methode der klein-
5] sten Quadrate berechnete Aus-
) gleichsgerade.
0 T T T T T T T T

also ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbe-
kannten a und b. Man kann zeigen, dafl dieses Gleichungssystem eine ein-
deutige Losung besitzt, es sei denn, die x-Werte aller Mefpunkte sind iden-
tisch (d.h., es ist 1 = 22 = ... = z,,), und daf} diese Losung tatsichlich
ein Minimum der Funktion F beschreibt [Heuser 1988]. Die auf diese Weise
bestimmte Gerade y = g(x) = a + bz nennt man die Ausgleichsgerade
oder Regressionsgerade fiir den Datensatz (z1,y1), .- -, (Tn, Yn)-

Man beachte, dafl man die Bestimmung einer Regressionsgerade auch
als Maximum-Likelihood-Schétzung (vergleiche Abschnitt 2.4.2.3) der
Parameter des linearen Modells

Y =aX +b+¢

sehen kann, wobei X eine beliebig verteilte und £ eine normalverteilte Zu-
fallsvariable mit Erwartungswert 0 und beliebiger Varianz ist: Diejenigen
Parameter, fiir die die Summe der Abweichungsquadrate in y-Richtung von
den Datenpunkten minimiert, maximieren die Wahrscheinlichkeit der Daten
fiir diese Modellklasse.

Zur Veranschaulichung des Verfahrens betrachten wir ein einfaches Bei-
spiel. Gegeben sei der aus acht Mefipunkten (z1,y1), ..., (zs, ys) bestehende
Datensatz, der in der folgenden Tabelle gezeigt ist [Heuser 1988]:

z|1]2[3[4(5]6]7]|8
yl1](3]2[3]4|3|5]|6

Um das System der Normalgleichungen aufzustellen, berechnen wir

8 8 8 8
> @ =36, > af =204, > yi=21, > wy; = 146.
=1 i=1 =1 i=1
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Damit erhalten wir das Gleichungssystem (Normalgleichungen)

8a + 36b = 27,
36a + 204b = 146,

das die Losung a = % und b = % besitzt. Die Ausgleichsgerade ist also
3 . 7
=-4 —z.
YTiT 12

Diese Gerade ist zusammen mit den Datenpunkten, von denen wir ausge-
gangen sind, in Abbildung 3.1 dargestellt.

3.2 Polynomiale Regression

Das gerade betrachtete Verfahren ist natiirlich nicht auf die Bestimmung
von Ausgleichsgeraden beschrinkt, sondern 14t sich mindestens auf Aus-
gleichspolynome erweitern. Man sucht dann nach einem Polynom

y=px)=ag+arx+...+ anpz™

mit gegebenem, festem Grad m, das die n Mefipunkte (z1,y1), ..., (Zn-Yn)
moglichst gut anndhert. In diesem Fall ist

n n

F(ap, a1, am) = Z(p(a:t) —y)? = Z(ao + a1zt ..+ apl —yi)?
i=1 i=1

zu minimieren. Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist wieder, daf§ die
partiellen Ableitungen nach den Parametern ag bis a,, verschwinden, also

or_or o
dag  Oa; 7 T dap

gilt. So ergibt sich das System der Normalgleichungen [Heuser 1988]

nag + (sz> ar + ... + (Zx{”) A = Zyi
i=1 i=1 i=1
<Z$’> ag + <Z‘T22> ap + ... + (le"“) Ay, = inyi
i=1 i=1 i=1 =1

=0

(ixi”) ap + (ixI”H) ap + ... + (ix§m> Ay, = ixl”yl,
i=1 i=1

i=1 i=1
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aus dem sich die Parameter ag bis a,, mit den iiblichen Methoden der
linearen Algebra (z.B. Gaufisches Eliminationsverfahren, Cramersche Re-
gel, Bildung der Inversen der Koeffizientenmatrix etc.) berechnen lassen.
Das so bestimmte Polynom p(z) = ag + a1z + asx® + ... 4 ay,x™ heifit
Ausgleichspolynom oder Regressionspolynom m-ter Ordnung fiir den
Datensatz (z1,41), .- -, (Tn, Yn)-

Wie die lineare Regression kann auch die Bestimmung eines Ausgleichs-
polynoms als Maximum-Likelihood-Schétzung gedeutet werden, wenn man
einen normalverteilten Fehlerterm ansetzt.

3.3 Multivariate Regression

Weiter 148t sich die Methode der kleinsten Quadrate nicht nur verwenden,
um, wie bisher betrachtet, Ausgleichspolynome zu bestimmen, sondern kann
auch fiir Funktionen mit mehr als einem Argument eingesetzt werden. In
diesem Fall spricht man von multipler oder multivariater Regression.
Wir untersuchen hier beispielhaft nur den Spezialfall der multilinearen
Regression, wobei wir uns aulerdem zun#chst auf eine Funktion mit zwei
Argumenten beschranken. D.h., wir betrachten, wie man zu einem gegebe-
nen Datensatz (x1,y1,21),- ., (Zn, Yn, 2n) eine Ausgleichsfunktion der Form

z=f(z,y) =a+bx+cy

so bestimmen kann, daf§ die Summe der Abweichungsquadrate minimal
wird. Die Ableitung der Normalgleichungen fiir diesen Fall ist zu der Ablei-
tung fiir Ausgleichspolynome véllig analog. Wir miissen

n n

Fa,be) = Y (flwiy) —2)* = D (a+bwi+cy — 2)°

i=1 =1

minimieren. Notwendige Bedingungen fiir ein Minimum sind

OF -
S = > 2a+briteyi—zu) = 0,

a =1

OF =
5 = ZQ(a+bxi+cyi—Zi)$i = 0,

=1

OF .
S = ZZ(a—i—bxi—i-cyi—Zi)yi = 0.

1

-
Il
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Also erhalten wir das System der Normalgleichungen
na + (i: xz> b + (i: yl> c zn:zi
i=1 i=1 i=1
(i xi) a + <i x?) b + (i xiyZ) c = izmz
i=1 i=1 i=1 i=1
<Z yz) a + (Z ffi!/i) b+ (Z yf) c Zzlyz
i=1 i=1 i=1 i=1

aus dem sich a, b und c leicht berechnen lassen.

Im allgemeinen Fall der multilinearen Regression (Funktion mit m Argu-
menten) ist ein Datensatz ((€11,..., Z1m, Y1), -+ (Tniy- -« Tnm, Yn)) (oder
auch dargestellt als ((Z1,y1),. .., (Zn,Yn)) mit einem Eingabevektor Z; und
der zugehorigen Ausgabe y;, 1 < i < n) gegeben, fiir den eine lineare Aus-
gleichsfunktion

m
y:f(xl,...,xm) :ao+2akxk.
k=1

gesucht ist. Zur Ableitung der Normalgleichungen stellt man in diesem Fall
das zu minimierende Funktional bequemer in Matrixform dar, ndmlich als

F(a) = (Xd - )" (Xd - 7).

wobei
1 z11 ... ZTim U1
X = und y=
1 zp1 .. Tom Yn
den Datensatz wiedergeben und @ = (ao,as,... ,am)—r der Vektor der zu

bestimmenden Koeffizienten ist.” (Man beachte, da§ die Einsen in der er-
sten Spalte der Matrix X dem Koeffizienten ag zugehoren.) Wieder ist eine
notwendige Bedingung fiir ein Minimum, dafi die partiellen Ableitungen
nach den Koeffizienten a, 0 < k < m, verschwinden, was wir mit Hilfe des
Differentialoperators V (gesprochen: nabla) schreiben kénnen als

B O O R N R
Vz F(d) = ﬁF(a) = <6a0F(a),aalF(a),...,aamF(a)> =0.

2T bedeutet die Transponierung eines Vektors oder einer Matrix, also die Vertau-
schung von Zeilen und Spalten.



3.3. MULTIVARIATE REGRESSION 101

Die Ableitung 148t sich am leichtesten berechnen, wenn man sich klar macht
(wie man durch elementweises Ausschreiben leicht nachrechnet), daf§ sich
der Differentialoperator

g 0 0
vt_i_ <5a0’&¢17’(%n>

formal wie ein Vektor verhilt, der von links an die Summe der Fehlerqua-
drate ,,heranmultipliziert wird. Alternativ kann man die Ableitung kompo-
nentenweise ausschreiben. Wir verwenden hier jedoch die erstere, wesentlich
bequemere Methode und erhalten

0 = VaXa-§) (X9

2X " (Xd — )
2X "Xad—2X "7,

woraus sich unmittelbar das System
X'Xi=X"y

der Normalgleichungen ergibt. Dieses System ist offenbar 16sbar, wenn X T X
invertierbar ist. Dann gilt

i=X"X)"'X"y.

Den Ausdruck (X"X) !XT nennt man auch die (Moore-Penrose-) Pseu-
doinverse der Matrix X [Albert 1972]. Mit ihr kann man unmittelbar die
Losung der Regressionsaufgabe angeben.

Es diirfte klar sein, daf3 sich die Methode der kleinsten Quadrate auch
auf Polynome in mehreren Variablen erweitern ldt. Am einfachsten geht
man dabei ebenfalls von der oben verwendeten Matrixdarstellung aus, wo-
bei man in die Matrix X als Eingangsgréfien auch die zu verwendenden
Potenzprodukte der unabhéngigen Variablen eintrégt. Die Ableitung der
Normalgleichungen kann dann einfach iibernommen werden.

Ein Programm zur multipolynomialen Regression, das zur schnellen Be-
rechnung der benétigten Potenzprodukte eine auf Ideen der dynamischen
Programmierung beruhende Methode benutzt, findet man unter

http://fuzzy.cs.uni-magdeburg.de/ "borgelt/software.html#regress
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3.4 Logistische Regression

Die Bestimmung eines Ausgleichspolynoms 148t sich in einigen Spezialféllen
auch zur Bestimmung anderer Ausgleichsfunktionen verwenden, némlich
dann, wenn es gelingt, eine geeignete Transformation zu finden, durch die
das Problem auf das Problem der Bestimmung eines Ausgleichspolynoms
zuriickgefithrt wird. So lassen sich z.B. auch Ausgleichsfunktionen der Form

Yy =ax

durch die Bestimmung einer Ausgleichgeraden finden. Denn logarithmiert
man diese Gleichung, so ergibt sich

Iny=Ina+b-Inx.

Diese Gleichung kénnen wir durch die Bestimmung einer Ausgleichsgeraden
behandeln. Wir miissen lediglich die Datenpunkte (z;,y;) logarithmieren
und mit den so transformierten Werten rechnen. Man beachte allerdings,
daB bei einem solchen Vorgehen zwar die Fehlerquadratsumme im trans-
formierten Raum (Koordinaten 2’ = Inz und y’ = Iny), aber damit nicht
notwendig die Fehlerquadratsumme im Originalraum (Koordinaten x und y)
minimiert wird. Dennoch fiihrt der Ansatz meist zu sehr guten Ergebnissen.

Fiir die Praxis ist wichtig, dafl es auch fiir die sogenannte logistische

Funktion
Y

Y= 1+ea+bm’

wobei Y, a und b Konstanten sind, eine Transformation gibt, mit der wir
das Problem der Bestimmung einer Ausgleichsfunktion dieser Form auf die
Bestimmung einer Ausgleichsgerade zuriickfiithren kénnen (sogenannte logi-
stische Regression). Die logistische Funktion ist in vielen Anwendungen
wichtig, da sie Wachstumsprozesse mit Gréflenbeschrinkung beschreibt, al-
so z.B. dem Wachstum einer Tierpopulation bei begrenztem Lebensraum
oder den Absatz eines neuen Produktes bei endlichem Markt. Aulerdem
wird sie gern in kiinstlichen neuronalen Netzen (speziell mehrschichtigen
Perzeptren, siehe Abschnitt ??) als Aktivierungsfunktion verwendet.

Um die logistische Funktion zu ,linearisieren*, bestimmen wir zunéchst
den Reziprokwert der logistischen Gleichung;:

1 B 1+€a+bx

y_ Y
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Folglich ist
Y-y

Y
Durch Logarithmieren dieser Gleichung erhalten wir

Yy —
ln(y) =a+ bx.
Y

_ eaera:.

Diese Gleichung konnen wir durch Bestimmen einer Ausgleichsgerade be-
handeln, wenn wir die y-Werte der Datenpunkte entsprechend der linken
Seite dieser Gleichung transformieren. (Man beachte, dafi dazu der Wert
von Y bekannt sein muf}, der i.w. eine Skalierung bewirkt.) Diese Trans-
formation ist unter dem Namen Logit-Transformation bekannt. Sie ent-
spricht einer Umkehrung der logistischen Funktion. Indem wir fiir die ent-
sprechend transformierten Datenpunkte eine Ausgleichsgerade bestimmen,
erhalten wir eine logistische Ausgleichskurve fiir die Originaldaten.

Man beachte wieder, dafy bei diesem Vorgehen zwar die Fehlerquadrat-
summe im transformierten Raum (Koordinaten = und z = In (Y;y)), aber

damit nicht notwendig die Fehlerquadratsumme im Originalraum (Koordi-
naten x und y) minimiert wird. Sollte man an den Parameterwerten inter-
essiert sein, die tatséchlich die Fehlerquadratsumme im Originalraum mini-
mieren, so kann man die oben beschriebene Losung als Startpunkt benutzen
und einen Gradientenabstieg fiir die Fehlerquadratsumme im Originalraum
durchfiihren. Dies fithrt auf ein iteratives Verfahren, das dem Gradientenab-
stieg zum Training eines neuronalen Netzes, speziell eines mehrschichtigen
Perzeptrons, entspricht (siche Abschnitt 77?).

Zur Veranschaulichung des Vorgehens betrachten wir ein einfaches Bei-
spiel. Gegeben sei der aus den fiinf Punkten (z1,41),. .., (z5, ys) bestehende
Datensatz, der in der folgenden Tabelle gezeigt ist:

| 1| 2]3]4]c5
y|04]10]30]50]56

Wir transformieren diese Daten mit

Y —
z:ln(y>, Y =6.
Y

Die transformierten Datenpunkte sind (niherungsweise):

T 1 2 3 4 )
2.64 | 1.61 | 0.00 | —1.61 | —2.64




104 KAPITEL 3. REGRESSION

Y Y Y =6
44 64 - ___
3_
5 1 .
2_ 3
i 44
1 x
0 T T T T 3_
14 1 2 3 4 5
2_
—9 )
—3 4 T
74_ 0 T T T T T
0 1 2 3 4 5

Abbildung 3.2: Transformierte Daten (links) und Originaldaten (rechts) so-
wie mit der Methode der kleinsten Quadrate berechnete Ausgleichsgerade
(transformierte Daten) und zugehorige Ausgleichskurve (Originaldaten).

Um das System der Normalgleichungen aufzustellen, berechnen wir

5 5 5 5
i=1 i=1 i=1 i=1
Damit erhalten wir das Gleichungssystem (Normalgleichungen)
5a + 150 = 0,
15a + 550 = —13.775,

das die Losung a =~ 4.133 und b =~ —1.3775 besitzt. Die Ausgleichsgerade
fiir die transformierten Daten ist daher

2z~ 4.133 — 1.3775x

und die Ausgleichskurve fiir die Originaldaten folglich

6
¥y=7 T A 13313775z "

Diese beiden Ausgleichsfunktionen sind zusammen mit den (transformierten
bzw. Original-) Datenpunkten in Abbildung 3.2 dargestellt.

3.5 Zwei-Klassen-Probleme

Die logistische Regression, wie sie im vorangehenden Abschnitt beschrieben
wurde, wird auch gern benutzt, um Zwei-Klassen-Probleme zu 16sen. D.h.,
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die Datenpunkte sind jeweils einer von zwei Klassen zugeordnet und es ist
eine Funktion gesucht, die aus den Werten der iibrigen Attribute die Klasse
bestimmt — oder genauer: die Wahrscheinlichkeit fiir die Zugehorigkeit ei-
nes Datenpunktes zu einer der beiden Klassen. Dieser Ansatz ist besonders
in Bankwesen zur Kreditwiirdigkeitspriifung beliebt.

Formal wird die zu l6sende Aufgabe so beschrieben: Sei C' ein Klassen-
attribut mit dem Wertebereich dom(C) = {c1,co} und X = (X1,..., X,)
ein m-dimensionaler Zufallsvektor. Weiter sei

PC=¢ |X=1) = (%) und folglich
PC=c¢|X=1 = 1-p@).
Schliefllich sei ein Datensatz X = {Zy,...,Z,} gegeben, dessen Elementen

jeweils eine der beiden Klassen ¢y oder ¢y zugeordnet ist.

Gesucht ist eine einfache Beschreibung der Funktion p(Z), deren Para-
meter aus dem Datensatz X’ zu schiitzen sind. Wir setzen die Funktion p(Z)
als logistische Funktion an, also als

1 1

p($) = 1+ ea0+55 - 1+ exp (ao + Z;ﬂ:l aixi) ’

Indem wir auf diese Funktion die im vorangehenden Abschnitt besprochene
Logit-Transformation anwenden, erhalten wir

1- p(f)) . -
In (_, = Qo +ar = ap + a;xq,
p(T) ;

also eine multilineare Regressionsaufgabe, die wir auf die in Abschnitt 3.3
besprochene Weise 16sen kénnen.

Es bleibt damit nur noch zu klédren, wie wir die Werte p(Z) bestimmen.
Wenn der Datenraum klein genug ist, so daf fiir jeden moglichen Punkt
(d.h. fiir jede mogliche Instanziierung der Zufallsvariablen X1, ..., X,,) hin-
reichend viele Datenpunkte zur Verfiigung stehen, dann kénnen wir diese
Klassenwahrscheinlichkeit einfach aus der relativen Hiufigkeit der Klasse
schiitzen (zur Parameterschitzung sieche Abschnitt 2.4.2).

Ist dies nicht der Fall, so kann man eine sogennannte Kernschitzung
verwenden, um die Wahrscheinlichkeiten an den Datenpunkten zu bestim-
men. Die Idee einer solchen Schétzung besteht darin, eine Kernfunktion K
zu definieren, die angibt, wie stark ein Datenpunkt den Schéatzwert der
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Wahrscheinlichkeit (sdichte) an einem benachbarten Punkt beeinflufit. Ubli-
cherweise wird eine Gauflsche Funktion verwendet, also

(fﬁ)T(fﬂ)) ,

202

oo 1
K(Ivy) = mexp <

wobei die Varianz o2 vom Anwender zu wihlen ist. Mit Hilfe dieser Kern-

funktion wird die Wahrscheinlichkeitsdichte an einem Punkt Z aus einem
Datensatz X = {#1,...,Z,} geschitzt als

@) = LY K@),

Bei einem Zwei-Klassen-Problem setzt man zur Schétzung der Klassenwahr-
scheinlichkeiten die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir eine Klasse ins Verhéltnis
zur Gesamtwahrscheinlichkeitsdichte, benutzt also

2 i (@) K (F, 7i)
Y K@ &)

p(@) =

wobei
(&) = 1, falls z; zur Klasse ¢ gehort,
ari) = 0, falls x; zur Klasse ¢y gehort.

Als Ergebnis der Regression erhiilt man eine (mehrdimensionale) logistische
Funktion, die die Wahrscheinlichkeit der einen Klasse beschreibt. Fiir die-
se Funktion ist nun noch ein Schwellenwert zu wéhlen, oberhalb dem die
eine und unterhalb dem die andere Klasse vorhergesagt wird. Wird dieses
Verfahren im Bankwesen zur Kreditwiirdigkeitspriifung eingesetzt, so be-
deutet die eine Klasse, dafl der Kredit gewéhrt, die andere dagegen, daf3
der Kreditantrag abgelehnt wird. Man wé#hlt daher meist nicht nur einen
Schwellenwert, sondern mehrere, denen unterschiedliche Konditionen (Zins-
satz, Sicherheiten, Tilgungsrate etc.) zugeordnet sind.

Man beachte, dal mit dem Schwellenwert und der logistischen Funktion
eine lineare Trennung des Eingaberaums beschrieben wird. Details hierzu
findet man im Kapitel ?? iiber neuronale Netze, deren einfachste Form auf
sehr dhnliche Weise Klassifikationsprobleme 16st.
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