Geleitwort

1 As a treatise on fuzzy set theory and its applications, “Foundations of Fuzzy Systems,”
by R. Kruse, J. Gebhardt and F. Klawonn, has few equals. Succinct, authoritative and
up-to-date, it covers the basic theory very thoroughly and precisely, with emphasis
on those aspects of the theory which play an important role in its applications. This
is especially true of the chapters dealing with the calculus of fuzzy if-then rules — a
subset of fuzzy set theory which plays a central role in the applications relating to the
conception and design of both control and knowledge-based systems.

To view the contents of “Foundations of Fuzzy Systems” in a proper perspective, a
digression is in order.

First, it is important to recognize that any crisp theory X can be fuzzified — and
hence generalized to fuzzy X — by replacing the concept of a crisp set in X by that
of a fuzzy set. In application to basic fields such as arithmetic, topology, graph theory,
probability theory, etc., fuzzification leads to fuzzy arithmetic, fuzzy topology, fuzzy
graph theory, fuzzy probability theory, etc. Similarly, in application to applied fields
such as system theory, neural network theory, stability theory, pattern recognition, ma-
thematical programming, etc., fuzzification leads to fuzzy system theory, fuzzy neural
network theory, fuzzy stability theory, fuzzy pattern recognition, fuzzy mathematical
programming, etc. What is gained through fuzzification is greater generality, higher
expressive power, an enhanced ability to model real world problems and a methodolo-
gy for exploiting the tolerance for imprecision and uncertainty to achieve tractability,
robustness and low solution cost. For these reasons, it is inevitable that, eventually,
fuzzy set theory will pervade most scientific theories and will have a particularly strong
impact in the realms of systems analysis, artificial intelligence, intelligent control, si-
gnal processing, numerical analysis, optimization techniques, diagnostics, linguistics,
information processing, decision analysis, cognitive science and related fields. In a very
basic sense, this is the leitmotiv of the “Foundations of Fuzzy Systems.”

Fuzzification applies not only to theories but, even more fundamentally, to concepts.
One such concept — a concept which plays a central role in mathematics and its
applications — is that of a theorem. In its traditional sense, a theorem may be viewed
as a crisp if-then rule in which the premises form the antecedent. A fuzzy theorem,
then, is a fuzzy if-then rule. A simple example of a fuzzy theorem is: if X and Y are
large numbers then X + Y is a large number. A fuzzy theorem is categorical if the

LGeleitwort zur englischen Ausgabe ,,Foundations of Fuzzy Systems,” J. Wiley & Sons 1994.
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truth value of the consequent is greater than or equal to that of the antecedent. In this
sense, a categorical fuzzy theorem is reducible to a crisp theorem.

A dispositional fuzzy theorem is a usuality-qualified fuzzy if-then rule, that is, a rule
which holds usually but not necessarily universally. For example, if X and Y are large
numbers then usually X + Y is a very large number. In this case, the underlying
assumption is that the truth value of the consequent is usually — but not necessarily
always — greater than or equal to that of the antecedent. In the case of dispositional
fuzzy theorems, usuality qualification is frequently implicit rather than explicit and the
expressions for the antecedent and consequent are informal rather than formal.

Viewed in this perspective, in the first three chapters of “Foundations of Fuzzy Sy-
stems” most of the results may be interpreted as categorical fuzzy theorems. By con-
trast, in the last chapter on fuzzy control, the rules are categorical but the conclusions
regarding system performance are in effect dispositional fuzzy theorems — even though
they are not presented as such. What this points to is that in the realm of practical
applications the concept of a dispositional fuzzy theorem plays a dominant role albeit
in a disguised rather than explicit form.

“Foundations of Fuzzy Systems” contains much that is worthy of praise. The exposition
is tight and yet reader-friendly. The historical notes at the end of each chapter are
illuminating; the inclusion of exercises enhances the pedagogical value of the text; and
the description of software tools should appeal strongly to those who are interested in
implementation issues.

There is a minor point of semantics which I do not see in the same light as the authors.
Specifically, in my view — which was articulated in some of my early papers on the
application of fuzzy sets to linguistics — the term vague is not coextensive with fuzzy,
although it is frequently used in this sense in the literature of philosophy and lingui-
stics. Thus, in my perception, vague and fuzzy are distinct concepts, with vagueness
pertaining to insufficient specificity whereas fuzziness relates to unsharpness of boun-
daries. For example, “I will see you sometime,” is vague and fuzzy while “I will meet
you at approximately 5 pm” is fuzzy but not vague.

Putting aside minor matters, “Foundations of Fuzzy Systems” is a truly outstanding
work. Much of the material is new and what is not new is treated with precision, clarity
and concern for ease of understanding.

The exposition — as stated earlier — is authoritative, succinct and up-to-date. The
authors deserve our thanks and congratulations for writing a book that contributes
so importantly to the advancement of fuzzy set theory and its applications to fuzzy
systems and related fields.

Lotfi A. Zadeh
Berkeley, California, March 199



Vorwort zur zweiten Auflage

Fuzzy-Systeme erfreuen sich wegen ihres Erfolges in Japan auch hierzulande wach-
sender Popularitét, die sich in einer rasch ansteigenden Zahl industrieller Anwendun-
gen, kommerzieller Entwicklungsumgebungen und Publikationen zeigt. Auch im uni-
versitidren Bereich finden Fuzzy—Methoden zunehmend Interesse. Hinsichtlich der Inte-
gration von Vorlesungen iiber Fuzzy—Systeme in einzelne Studiengéinge ist zu beachten,
dafl es sich hier um ein interdisziplindres Gebiet handelt, das zwar auf theoretischen
Grundlagen aus der Mengenlehre und der Logik aufbaut, dessen Hauptanwendungs-
zweige jedoch in wissensbasierten Systemen (als Teilbereich der Kiinstlichen Intelli-
genz) sowie der Regelungstechnik (als klassische Ingenieurdisziplin) liegen.

Unser vornehmliches Ziel ist es daher, mit diesem Lehrbuch einen in erster Linie auf
Studierende der Informatik nach dem Vordiplom ausgerichteten methodischen Einfiih-
rungskurs in Fuzzy—Systeme zu geben, der die mathematische Ausbildung des Grund-
studiums voraussetzt. Beziiglich Konzeption und Inhalt spricht dieser Kurs aber glei-
chermafien Studierende anderer Fachrichtungen aus den Ingenieurwissenschaften, der
angewandten Mathematik und den Naturwissenschaften an.

Der Lehrstoff basiert auf Vorlesungen, die der erste Autor seit dem Wintersemester
1984/85 regelmiflig an der Technischen Universitdt Braunschweig hélt. Die Themen-
auswahl spiegelt nach der Darstellung allgemeiner Grundlagen zwei wichtige Anwen-
dungsgebiete von Fuzzy-Systemen wider, ndmlich das approximative Schlielen in wis-
sensbasierten Systemen und die Fuzzy-Regelung. Uns geht es dabei nicht nur um die
Vermittlung fundamentaler Konzepte und deren Umsetzung, wie dies die Philosophie
vieler anderer zur Zeit auf dem Markt erhéltlicher Biicher ist; es geht insbesondere
auch darum, den theoretischen Hintergrund und Fragen der Semantik zu kldren, um
den Lesern die fiir den fundierten Einsatz von Fuzzy—Systemen notwendige Sensibilitét
zu vermitteln.

Fiir Forscher und Entwickler sind sicherlich die an den eigentlichen Lehrstoff angefiigten
vertiefenden Bemerkungen von zusétzlichem Interesse, da sie die historische Entwick-
lung, weiterfithrende Literatur und Querbeziige zu anderen Fachrichtungen aufzeigen.

Das Buch enthilt verschiedene Originalresultate, die im Rahmen von Kooperationsver-
tragen des Instituts fiir Betriebssysteme und Rechnerverbund der Technischen Univer-
sitdt Braunschweig mit der Fraunhofer Gesellschaft, der Dornier GmbH, der Siemens
AG und der Volkswagen AG erzielt wurden. Die Autoren profitierten in erheblichem
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Mafle von ihrer Mitarbeit an dem ESPRIT-Projekt DRUMS (Defeasible Reasoning
and Uncertainty Management Systems, Basic Research Action No. 3085).

Verschiedene Kollegen aus der Wissenschaft und Projektpartner haben zur Verbesse-
rung des Buches beigetragen. Wir danken insbesondere Hans Bandemer, Piero Bonis-
sone, Didier Dubois, Patrik Eklund, Petr Hajek, Ulrich Hohle, Peter Klement, Janucz
Kacprzyk, Ramon Lopez de Mantaras, Abe Mamdani, Kai Michels, Serafin Moral, Det-
lef Nauck, Henri Prade, Michael M. Richter, Philippe Smets, Hideyuki Takagi, Herbert
Toth, Enric Trillas, Lotfi Zadeh und Hans-Jiirgen Zimmermann fiir fruchtbare Diskus-
sionen, Toshiro Terano fiir die vielen Anregungen wéhrend eines Forschungsaufenthaltes
am LIFE-Institut (Laboratory for International Fuzzy Engineering Research, Yokoha-
ma, Japan) sowie Hans Bangen, Joachim Beckmann, Hans-Joachim Bohn, Horst Weber
und insbesondere Hartmut Wolff fiir die fachliche Unterstiitzung in den Projekten.

Die vorliegende zweite Auflage ist eine Uberarbeitung und Verbesserung der 1993 er-
schienenen Erstauflage. Der Text wurde mehrfach in Vorlesungen und Schulungen be-
nutzt und hat dabei von zahlreichen Anregungen aus dem Kreise der Studenten, Kol-
legen sowie den Teilnehmern der industriellen Tutorien profitiert.

Mittlerweile ist das Buch auch in einer englischen Ubersetzung erhiltlich: R. Kruse,
J. Gebhardt, F. Klawonn, Foundations of Fuzzy Systems, Wiley, Chichester, 1994,
ISBN 0-471-94243-X. Das in ihr enthaltene Vorwort von L.A. Zadeh haben wir hier
aufgenommen.

Wir danken Susanne Schmidt, Heiner Bunjes, Yan Chu und Roland Ste.l'lmach fiir die
Erstellung der KTEX-Dateien der Erstauflage, Christian Borgelt fiir die Uberarbeitung
der Dateien fiir die zweite Auflage sowie dem Teubner-Verlag fiir die gute Zusammen-
arbeit.

R. Kruse

J. Gebhardt

F. Klawonn

Braunschweig, im Oktober 199
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Kapitel 1

Einleitung

Dieses Kapitel gibt eine kurze Einfilhrung in das Gebiet der Fuzzy-Systeme und die
Konstruktion von Modellen zur Verarbeitung unvollkommener Informationen. Aufler-
dem erldautern wir die Grundideen, die daraus resultierenden Strukturen und die Glie-
derung des Buches.

1.1 Fuzzy-Systeme

In den Ingenieur- und Naturwissenschaften bedient man sich zur Beschreibung von
Systemen iiblicherweise mathematischer Modelle. Typische Beispiele sind Modelle, die
physikalische Gesetze beschreiben (z.B. Systeme von Differentialgleichungen), stocha-
stische Modelle (z.B. Markov-Ketten), aber auch Modelle, die aus der mathematischen
Logik hervorgegangen sind (z.B. das Entity-Relationship-Modell im Bereich der Daten-
banksysteme). Eine generelle Schwierigkeit beim Aufbau von Modellen liegt darin, dafl
oft erhebliche Idealisierungen notwendig sind, um von einem konkreten Problem zu ei-
nem geeigneten mathematischen Modell zu gelangen. Die Fortschritte in der Computer-
Technologie haben zwar dazu gefiihrt, dafl wir prinzipiell immer komplexere Systeme
handhaben kénnen, dabei aber auch stédndig wachsenden konzeptionellen Anspriichen
begegnen, um grofle Softwarepakete noch iiberschaubar zu halten. Ebenso verlieren
riesige Datenbanken ihren Wert, wenn deren Benutzer nicht mehr in der Lage sind, die
fiir sie relevanten Informationen sinnvoll zu extrahieren und sich in geeigneter Form
prasentieren zu lassen.

Eine Methode, komplexe Systeme zu vereinfachen, besteht in der Tolerierung eines
bestimmten Anteils an schon bei der Modellbildung. Die entstehenden Systeme sind
zwar nicht perfekt, aber oft zur Losung der Modellierungsaufgabe ausreichend. Das
Prinzip, einen gewissen Informationsverlust hinzunehmen, hat sich bereits in wissens-
basierten Systemen bewihrt, in denen bei der Modellbildung die Unvollkommenheit
von Expertenwissen beriicksichtigt wird.

Bei Fuzzy-Systemen versucht man, durch das gezielte Verwenden imperfekter Informa-
tionen den Vorteil der gegeniiber anderen Systemen reduzierten Komplexitat auszunut-
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zen. Zu grobe Modelle bergen natiirlich die Gefahr in sich, dal wichtige Eigenschaften
der realen Welt aufler acht gelassen werden. Andererseits 1483t sich die Frage, wie gut ein
Modell ist, nicht allein anhand des Prézisionsgrades der einflieBenden Informationen
beantworten, sondern es miissen weitere Giitekriterien wie Korrektheit, Vollstédndigkeit,
Adéquatheit, Effizienz und Benutzerfreundlichkeit beriicksichtigt werden. Es ist daher
nicht verwunderlich, dal ein Modell, das durch die systematische Einbeziehung im-
perfekter Informationen das interessierende System komplexititsreduziert beschreibt,
in bezug auf bestimmte Giitekriterien durchaus besser sein kann als ein Modell, das
generell nur prazise Informationen zulafit.

In den vergangenen Jahren hat die Verwendung von Fuzzy-Systemen vor allem im Be-
reich der Regelungstechnik verbliiffende Erfolge erbracht. Fuzzy-Methoden sind daher
Gegenstand dieses Lehrbuches und werden beziiglich ihrer Anwendbarkeit zur Modellie-
rung mit Imprézision, Vagheit und Unsicherheit behafteter Informationen ausfiihrlich
behandelt. Bevor wir jedoch auf inhaltliche Details eingehen, geben wir zunéchst eine
kurze Begriffsbestimmung dessen, was wir unter den drei genannten Arten imperfekter
Informationen (imprézise, vage und unsicher) verstehen.

1.2 Modellierung vager, impréziser
und unsicherer Informationen

Im téglichen Leben wird Vagheit bewuflt in Kauf genommen, um die Kommunikation
zu erleichtern und Informationen auf den fiir gezieltes Handeln in einer bestimmten Si-
tuation wesentlichen Anteil zu beschrinken. So ist beispielsweise die Verwendung des
Adjektivs ,,schnell“ zur Beschreibung der Fortbewegung eines sich von vorn annéhern-
den Fahrzeugs vollkommen ausreichend, um gegebenenfalls die Notwendigkeit eines
Ausweichmanévers zu signalisieren. Welche exakte momentane Geschwindigkeit das
Auto aufweist, diirfte in dieser speziellen Situation von untergeordneter Bedeutung
sein.

Selbst wenn man davon absieht, dafl vage Begriffe wie ,,schnell* von Person zu Per-
son verschieden aufgefafit werden und auch relativ zum Kontext interpretiert werden
miissen (die Geschwindigkeit eines schnellen Autos entspricht der eines langsamen Flug-
zeuges), kann eine bestimmte Person unter wohldefinierten Bedingungen die Fortbewe-
gung von Autos mit vorgegebener Geschwindigkeit nicht immer eindeutig als ,,schnell*
bzw. ,nicht schnell“ klassifizieren. Fiir manche Geschwindigkeiten ist die Zuordnung
zwar klar, fiir andere fallt sie jedoch schwer, da menschliches Denken keine scharfe
Grenze zwischen den vagen Konzepten ,schnell* und ,nicht schnell“ zieht. Im fol-
genden werden wir solche unscharfen Ubergéinge mit Hilfe sogenannter Fuzzy-Mengen
beschreiben. Voraussetzung hierfiir ist, daf§ die Vagheit der Konzepte nicht allein auf
ungeniigender Spezifizierbarkeit beruht, sondern auch eine graduelle Zugehérigkeit zu
solchen Konzepten im Sinne der Modellierung unscharfer Grenzen zugelassen ist. Das
néchste Kapitel widmet sich ausfiihrlich diesem Thema.
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Imprdizision von Informationen 148t sich darauf zuriickfithren, dal man nicht mit be-
liebiger Genauigkeit zu beobachten oder messen kann. Die einfachste Form dieser Art
imperfekten Wissens sind Angaben wie ,,das Flugzeug ist zwischen 50.6 km und 50.8
km entfernt.“ Derartige Informationen beschreibt man iiblicherweise durch (nichtsto-
chastische) Fehlerintervalle [Moore66], die man auch als Spezialfall von Fuzzy-Mengen
auffassen kann.

Die bekannteste Form von Unsicherheit ist mit Zufallsmechanismen verbunden, wie sie
uns z.B. durch Wiirfelexperimente oder die Ziehung der Lottozahlen vertraut sind. Zu
ihrer Beschreibung benutzt man iiblicherweise probabilistische Modelle [Feller66]. In
anderen Féllen hat man es jedoch mit Unsicherheit aufgrund subjektiver Einschétzung
zu tun, wie sie etwa die qualitativ bewerteten Regeln medizinischer Experten widerspie-
geln. So lautet die Regel 163 des Expertensystems MYCIN [Shortliffe75, Buchanan84]
fiir die Diagnose bakteriogener Infektionskrankheiten

If the morphology of the organism is rod, and
the stain of the organism is gramneg, and
the identity of the organism is not known with certainty, and
the patient has had a genito-urinary manipulative procedure,
then there is weakly suggestive evidence that
the identity of the organism is pseudomonas.

Der Experte war der Meinung, daf§ die Schlufolgerung nur mit dem Grad ,,weakly
suggestive evidence“ gezogen werden darf.

In MYCIN wird der Kalkiil der Sicherheitsgrade [Shortliffe75] verwendet, der sich aber
fir andere Anwendungsgebiete als inkonsistent herausstellen kann [Heckerman88al.
Deshalb werden zur Unsicherheitsmodellierung oft stochastische Methoden benutzt
[Kruse9la, Shafer90, Smithson89].

Der in diesem Buch vorgestellte Ansatz basiert auf der epistemischen Sichtweise von
Fuzzy-Mengen als Possibilitdtsverteilungen, die Gegenstand von Kapitel 3 sein wird. Die
oben angesprochenen Arten imperfekten Wissens konnen auch gleichzeitig auftreten,
z.B. wenn man ein Flugzeug aus einer vorgegebenen Menge von Flugzeugen zufillig
auswéhlt (Unsicherheit), seine Entfernung bestimmt (Imprézision) und als ,,schnell®
oder ,nicht schnell“ klassifiziert (Vagheit).

Ein alle drei Phéinomene umfassender uniformer Kalkiil erleichtert in diesem Fall na-
tiirlich die Modellierung. Wir werden sehen, daf§ ein groler Vorteil von Fuzzy-Systemen
(z.B. den in Kapitel 4 exemplarisch vorgestellten Fuzzy-Reglern) darin zu sehen ist,
daB sie eine solche einheitliche Behandlung von Vagheit, Imprézision und Unsicherheit
gestatten.
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1.3 Zu diesem Buch

Ziel dieses Buches ist es, einen methodisch gegliederten Einfiihrungskurs in Fuzzy-
Systeme zu geben. Es werden ausfiithrlich Anwendungen von Fuzzy-Methoden fiir wis-
sensbasierte Systeme und regelungstechnische Aufgabenstellungen diskutiert. Des Um-
fangs wegen mufiten wir allerdings auf die Darstellung anderer wichtiger Einsatzberei-
che fiir Fuzzy-Systeme verzichten.

Dieses Buch basiert auf einer vierstiindigen Vorlesung mit zweistiindiger Ubung, die
an der Technischen Universitat Braunschweig fiir Studenten der Informatik, der Inge-
nieurwissenschaften und der Mathematik gehalten wird. Es werden selbstverstandlich
keinerlei Vorkenntnisse in der Theorie der Fuzzy-Systeme erwartet, jedoch sollte der
Leser iiber Grundwissen in der Mengenlehre, der klassischen zweiwertigen Logik und
der Wahrscheinlichkeitstheorie verfiigen.

Der Lehrstoff wird in drei Kapiteln vermittelt. Kapitel 2 (Theorie der Fuzzy-Mengen)
ist grundlegend, wahrend die beiden Folgekapitel (Approximatives Schlieen, Fuzzy-
Regelung) unabhéngig voneinander durchgearbeitet werden kénnen. Jedes Kapitel ist
in mehrere themenspezifische Abschnitte untergliedert, von denen der jeweils letzte
ergianzende Bemerkungen und zahlreiche Quellenangaben enthélt. In ihm werden hi-
storische Bemerkungen gemacht, neuere Entwicklungen angesprochen, Querbeziige zu
anderen Forschungsgebieten hergestellt, Implementierungsméglichkeiten anhand von
Fallbeispielen aufgezeigt und auch Ubungsaufgaben gestellt. Diese Ergéinzungen mogen
dem Leser helfen, seine Kenntnisse der Fuzzy-Systeme iiber den Lehrstoff hinaus gezielt
zu erweitern und zu vertiefen.

Nach der Erlduterung der Konzeption dieses Lehrbuches geben wir einen Uberblick iiber
Motivation und Inhalte der einzelnen Kapitel. Abbildung 1.1 zeigt die Abhéngigkeiten
zwischen den Abschnitten.

In Kapitel 2 behandeln wir fundamentale Konzepte der Theorie der Fuzzy-Mengen
und ihre Beziige zur Fuzzy-Logik. Wir beginnen mit einer problemorientierten Hinfiih-
rung auf den Begriff der Fuzzy-Menge, seiner formalen Definition und anschaulichen
Interpretation. Danach gehen wir auf verschiedene Repréasentationsformen von Fuzzy-
Mengen ein, zeigen auf, wie man Abbildungen auf gewdhnlichen Mengen auf Fuzzy-
Mengen verallgemeinert (Extensionsprinzip), und untersuchen, unter welchen Bedin-
gungen man effizient auf Fuzzy-Mengen operieren kann. Schliellich sprechen wir die in
der Literatur iiber Fuzzy-Systeme vielfach vernachléssigte, vom theoretischen Stand-
punkt jedoch sehr wichtige Frage der Semantik von Zugehorigkeitsgraden in der fiir ein
einfithrendes Lehrbuch geeigneten Tiefe an. Weitergehende Betrachtungen miissen den
Fachaufséitzen, auf die wir am Ende des Kapitels hinweisen, vorbehalten bleiben.

In Kapitel 3 geht es darum, die erlernten Grundlagen in einem fiir die Informatik in-
teressanten Gebiet anzuwenden. Wir haben hierzu die das Approximative Schlieflen
ausgewahlt, da es einen wesentlichen Forschungszweig der Fuzzy-Systeme widerspie-
gelt, aber auch Beziige zu den wissensbasierten Systemen herstellt, wie sie aus der
Kiinstlichen Intelligenz und der Theorie der Datenbanksysteme gelaufig sind. Wir stel-
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len zunéchst dar, auf welche Weise man Fuzzy-Mengen (in der epistemischen Sichtwei-
se als Possibilitatsverteilungen) zur Beschreibung unsicherer Daten verwenden kann.
In diesem Zusammenhang sind Grundlagen der Possibilitdtstheorie und damit auch
Ansétze zur Messung von Unsicherheit anzusprechen. Danach untersuchen wir, wie
man Inferenz- und Propagationsmechanismen in einem mehrdimensionalen Raum von
durch Hypergraphen spezifizierbaren qualitativen Abhéngigkeiten realisiert, wenn sich
generelles, beziiglich eines Anwendungsbereiches verfiighares Expertenwissen sowie spe-
zielles, durch Beobachtungen gewonnenes Evidenzwissen mit Hilfe von Possibilitédtsver-
teilungen darstellen lassen. Unter anderem wird dabei das Problem behandelt, wie man
die aus Expertensystemen bekannten Regelbasen auf Possibilitétsverteilungen (anstel-
le von scharfen Daten) verallgemeinern und geeignet interpretieren sollte. Wir wéhlen
hierbei einen in sich geschlossenen Zugang zur Possibilitédtstheorie, der allerdings nicht
der einzigmdgliche ist. Es wird daher abschlieBend auch auf alternative Anséitze (z.B.
possibilistische Logik) eingegangen.

Kapitel 4 befafit sich mit der Regelungstechnik auf der Basis von Fuzzy-Mengen. Es wer-
den die elementaren Prinzipien der Fuzzy-Regelung auf der Grundlage der Arbeiten von
Mamdani und Takagi/Sugeno erlautert, wobei besonders Wert gelegt wurde auf eine
saubere theoretische Modellierung, die auf den im zweiten Kapitel vorgestellten Kon-
zepten aufbaut, einschliellich einer klaren Motivation der angewendeten Formalismen.
Es werden keine Kenntnisse aus der Regelungstechnik vorausgesetzt. Ziel ist es, den Un-
terschied der auf einer kognitiven Modellierung beruhenden Fuzzy-Regler zu den klas-
sischen Reglern zu vermitteln. Fuzzy-Regelung wird aufgefafit als wissensbasierte Inter-
polation in vagen Umgebungen, die durch Gleichheits- oder Ahnlichkeitsrelationen be-
schrieben werden. In diesem Sinne werden Fuzzy-Regler als Echtzeit-Expertensysteme
behandelt, die eine nichtlineare Kennfeldregelung erméglichen.

Um die Lesbarkeit des Textes zu erhdhen, haben wir fast alle Quellenangaben in die
ergianzenden Bemerkungen verlagert und im Anhang des Buches ein Symbolverzeichnis
beigefiigt. Die zugehtérenden Referenzen kénnen dem umfangreichen Literaturverzeich-
nis am Ende des Buches entnommen werden.



Kapitel 2

Grundlagen der Theorie der
Fuzzy-Mengen

In diesem Kapitel fithren wir in die Theorie der Fuzzy-Mengen ein, motivieren die
grundlegenden Konzepte, behandeln die Représentation und Interpretation von Fuzzy-
Mengen und betrachten insbesondere die wie Operationen auf Fuzzy-Mengen seman-
tisch fundiert werden konnen.

Gegenstand des Abschnitts 2.1 ist, den Begriff der eine Fuzzy-Menge charakterisieren-
den Zugehorigkeitsfunktion zu erlautern. In Abschnitt 2.2 wird auf dquivalente Re-
priasentationsmoglichkeiten eingegangen. Abschnitt 2.3 erweitert mengentheoretische
Grundoperationen auf Fuzzy-Mengen und bedient sich dabei des wichtigen Konzepts
der t-Normen und der zu ihnen dualen ¢-Conormen. Durch Anwendung des in Ab-
schnitt 2.4 motivierten Extensionsprinzips ist es moglich, Abbildungen reeller Zahlen
auf Abbildungen von Fuzzy-Mengen zu verallgemeinern. Wie die erweiterten arith-
metischen Operationen anhand der Mengenreprésentation von Fuzzy-Mengen effizient
ausgefiithrt werden konnen, wird in Abschnitt 2.5 behandelt.

Die Untersuchungen der vorhergehenden Abschnitte bilden die Grundlage fiir eine klare
Darstellung der Semantik von Fuzzy-Mengen in Abschnitt 2.6. Wir gehen auf zwei un-
terschiedliche Interpretationen von Fuzzy-Mengen ein: Fuzzy-Mengen als Konturfunk-
tionen zufélliger Mengen und als durch Gleichheitsrelationen und ¢-Normen induzierte
Erweiterungen gewohnlicher Mengen. Abschnitt 2.7 dient der Darstellung wichtiger
Konzepte der Fuzzy-Logik. Abschnitt 2.8 schliellich enthélt ergdnzende Bemerkungen
und Literaturverweise.

2.1 Fuzzy-Mengen:

Eine motivierende Einfiihrung

In der Mathematik konnen Konzepte und Eigenschaften oft durch Angabe von Teilmen-
gen einer bestimmten Referenzmenge beschrieben werden. Wenn wir z.B. als Referenz-
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menge die Menge IN der natiirlichen Zahlen wéhlen, kann die Eigenschaft zweistellig
mit Hilfe der Menge
Z ={10,11,12,...,97,98,99} C N

dargestellt werden.

Neben dieser strukturell zwar recht einfachen, aber oft nicht anwendbaren Repréisen-
tationsform kann das Adjektiv zweistellig auch als Pradikat aufgefait werden, d.h. fiir
eine natiirliche Zahl n ist zweistellig(n) genau dann wahr, wenn die Dezimaldarstellung
von n aus genau zwei Ziffern besteht.

Zur Menge Z gehoren daher alle natiirlichen Zahlen, die das Priadikat zweistellig
erfiillen:
Z = {n € IN | zweistellig(n)}.

Eine dritte Repréasentationsform eines Konzeptes oder einer Figenschaft besteht in
der Angabe der zugehorigen charakteristischen Funktion, die im Falle des Pradikates
zweistellige natiirliche Zahl durch
I,:N — {0,1}
def | 1, falls zweistellig(n)
Iz(n) = { 0, sonst

definiert ist.

Dabei werden die Elemente von Z aus den Elementen der betrachteten Referenzmen-
ge IN hervorgehoben, indem die mit dem Funktionswert 1 , markiert* werden. 0 und
1, die Elemente des Wertebereiches charakteristischer Funktionen, nennt man auch
Zugehdrigkeitsgrade.

Beispiel 2.1 Die in Abbildung 2.1 dargestellte charakteristische Funktion beschreibt
die Menge aller nicht-negativen reellen Zahlen, die kleiner als 1.05 sind. Die Unstetig-
keitsstelle bei 1.05 ist auf natiirliche Weise gegeben, wenn man die charakteristische
Funktion zum Beispiel als die Menge aller Korpergréfien von Kindern ansieht, die klei-
ner als 1.05 m sind. O

Ob charakteristische Funktionen mit Wertebereich {0, 1} angemessen sind, ist jedoch
fraglich, wenn man beispielsweise die Korpergrofien betrachtet, fiir die ein Kind als
grof3 zu bezeichnen ist. Das Adjektiv groff beschreibt hier keine festgelegte Teilmenge
der reellen Zahlen. Auch wenn man einmal davon absieht, daf§ der relative Begriff grof§
personen- und kontextabhéngig verschieden aufgefafit wird: ein einzelner Arzt (fester
Kontext) wird vierjahrige Jungen aus Deutschland (fester Kontext) im allgemeinen
nicht eindeutig als grofl bzw. nicht grofi klassifizieren kénnen. Es gibt zwar Korper-
groBen, die in diesem Kontext stets als groff (z.B. 1.50 m) bzw. nicht grof8 (z.B. 0.70
m) angesehen werden, bei anderen (z.B. 1.10 m) fallt eine eindeutige Zuordnung jedoch
schwer.
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Abbildung 2.1: Charakteristische Funktion des Intervalls [0, 1.05)

Der Kern des dargestellten Zuordnungsproblems besteht darin, daf eine Beschreibung
mit Hilfe gewohnlicher Mengen stets darauf hinauslauft, eine Korpergréfie mit der Ei-
genschaft festzulegen, ab der ein Kind als grofl zu bezeichnen ist, wihrend ein Kind mit
geringerer Korpergréfle als nicht grofl bezeichnet werden mufl. Die in der entsprechen-
den charakteristischen Funktion auftretende Sprungstelle deckt sich allerdings nicht
mit der intuitiven Einschétzung, daB es einen gleitenden Ubergang von der GroBe ei-
nes als nicht grofi bezeichneten Kindes zu der Grofle eines als grofi zu bezeichnenden
Kindes gibt.

Weitere Beispiele, in denen Darstellungen durch gewdhnliche Mengen als unnatiirlich
angesehen werden, findet man bei qualitativen Beschreibungen wie ,,Man nehme eine
kleine Prise Salz* oder , Wenn der Abstand zur Mauer gering und die Geschwindigkeit
des Autos hoch ist, dann wird es Zeit zum Bremsen.“

Eine Methode, abgestufte Uberginge zu modellieren, besteht darin, neben den Zu-
gehorigkeitsgraden 0 (gehort mit Sicherheit nicht dazu) und 1 (gehort mit Sicherheit
dazu) noch weitere Zugehorigkeitsgrade zu verwenden. Der mathematisch einfachste
Weg zur Einfithrung gradueller Zugehorigkeiten ist die Benutzung von Zugehorigkeits-
graden aus dem kompakten Intervall [0, 1], deren Semantik natiirlich noch genau fest-
zulegen ist.

Beispiel 2.2 In Abbildung 2.2 ist eine ,verallgemeinerte* charakteristische Funktion
dargestellt, die das vage Pradikat groff aus der Sicht eines befragten Arztes im Kontext
vierjahriger deutscher Jungen fiir alle Grolenangaben aus IR beschreibt.

Jedem Wert z der Korpergrofie wird ein Zugehorigkeitsgrad zugeordnet, z.B. der Grofle
1.20 m der Wert 0.7. Intuitiv soll das heiflen, dafl in dem betrachteten Kontext die Grofie
1.20 m weder prinzipiell als grof8 noch prinzipiell als nicht grof eingestuft wird, sondern
die den Zugehorigkeitsgrad festlegende Person aufgrund ihrer Erfahrung auf einer Skala
von 0 bis 1 den Zugehorigkeitsgrad 0.7 wihlt. Je ndher der Zugehorigkeitsgrad fig,os(z)
bei 1 liegt, desto mehr geniigt x dem Pradikat grof. O
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Abbildung 2.2: Verallgemeinerte charakteristische Funktion figg

Die Beispiele 2.1 und 2.2 legen nahe, linguistisch beschriebene Daten wie ,;ausreichende
Benzinversorgung,“ , hoher Durchsatz* und , helle Beleuchtung“ mit Hilfe verallgemei-
nerter charakteristischer Funktionen zu formalisieren, die dann nicht nur gewohnli-
che Mengen, sondern auch unscharfe Mengen (sogenannte Fuzzy-Mengen) beschreiben
kénnen.

Definition 2.3 FEine Fuzzy-Menge pu von X ist eine Funktion von der Referenzmen-
ge X in das Finheitsintervall, d.h.

X —[0,1].

F(X) bezeichne die Menge aller Fuzzy-Mengen von X.

Jede gewohnliche Menge A (im Zusammenhang mit Fuzzy-Systemen oft als crisp set
bezeichnet) kann (iiber die charakteristische Funktion 14) als eine spezielle Fuzzy-
Menge interpretiert werden.

Die Verwendung von Fuzzy-Mengen zur formalen Darstellung vager Daten geschieht
im allgemeinen auf rein intuitiver Basis, da in vielen Anwendungen kein Modell zu-
grunde gelegt wird, das den Zugehorigkeitsgraden eine klare Interpretation zuordnet.
Wir werden dieser Problematik in Abschnitt 2.6 nachgehen, uns vorerst jedoch auf eine
rein deskriptive Behandlung der Theorie der Fuzzy-Mengen beschrénken.

Beispiel 2.4 Eine Maklergesellschaft bietet Wohnungen verschiedener Gréfie an. Ein
Kriterium fiir die Qualitéit einer Wohnung sei die Anzahl der Rdume. Fiir eine fiinf-
kopfige Familie kann das vage Konzept ,,angemessene Anzahl Raume* durch die Fuz-
zy Menge p : {1,...,8} — [0, 1] beschrieben werden, wobei die Zugehorigkeitsgrade
n(l) =0, u(2) = 0.2, u(3) = 0.5, u(4) = 0.7, u(5) = 1, u(6) = 1, pu(7) = 0.8, und
1(8) = 0.2 betragen. Bei der subjektiven Festlegung der Zugehorigkeitsgrade wurde
beriicksichtigt, dal nur Wohnungen mit héchstens acht Rdumen angeboten werden.
Die Fuzzy-Menge driickt aus, dafl fiinf oder sechs Rdume bevorzugt werden. O
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Abbildung 2.3: Fuzzy-Menge p zur Beschreibung der Rotationsgeschwindigkeit einer
Festplatte

Beispiel 2.5 Es sei x die fiir eine Festplatte angegebene Rotationsgeschwindigkeit in
Umdrehungen pro Minute. Da eine solche Angabe stets mit Ungenauigkeit behaftet ist,
erscheint es realistischer, die Aussage

Die Rotationsgeschwindigkeit hat den Wert fast genau x

zu verwenden und geeignet zu interpretieren.

Wenn statistische Daten {iber das Verhalten der Festplatte verfiighar sind, sollte man
probabilistische Ansétze vorziehen und die Information ,fast genau z“ durch die be-
kannten Methoden der Fehlerrechnung behandeln. Aber wenn solche Daten nicht vor-
liegen, oder wenn sie mit Ungenauigkeiten behaftet sind, kann man zu Fuzzy Mengen
wechseln, da diese oft von Experten intuitiv angegeben werden koénnen.

Im vorliegenden Beispiel moge der befragte Experte die in Abbildung 2.3 angegebene
Fuzzy-Menge 1 gewihlt haben. Werte der Rotationsgeschwindigkeit, die kleiner als a
sind oder grofler als d, werden als unmoglich angesehen, wiahrend Werte zwischen b
und ¢ ohne Einschrankung mdoglich sind. Das kompakte Intervall [a, d] wird daher auch
Trager und [b, ¢] Kern der Fuzzy-Menge genannt.

Auflerdem hat der Experte die Rotationsgeschwindigkeiten, die den Zugehorigkeits-
grad 0.5 haben, vorgegeben und in den verbleibenden Bereichen einen streng monoton
wachsenden bzw. fallenden Funktionsverlauf gewahlt. O

Es sei an dieser Stelle explizit darauf hingewiesen, daf§ die in Abbildung 2.3 dargestellte
Funktion nicht als Dichtefunktion im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie aufgefaf3t
werden darf. Rein formal betrachtet, braucht der Flacheninhalt unterhalb des Graphen
von 4 nicht gleich 1 zu sein, und vom semantischen Standpunkt besteht ein wesentlicher
Unterschied darin, daf§ die Definition von p auf der Angabe von Zugehorigkeitsgraden
fiir alle Elemente von IR beruht, nicht jedoch auf der Vorgabe von Wahrscheinlichkeiten
fiir Teilmengen von RR.
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Beispiel 2.6 Ein Rontgenbild 148t sich digitalisieren, indem man es unter ein Raster
mit m X n Pixeln legt und jedem Pixel einen Grauwert zuordnet.

s sei P& {z1,.. ., 2} X {y1,...,yn} die Menge der Pixel und G df {90, - - Gmax }
die Menge der nach ihrer Dunkelheit geordneten Grautoéne, wobei gg dem Ton , weif*
und gmax dem Ton ,schwarz® entspreche.

Dann ist das vorliegende Rontgenbild mittels einer Funktion
p:P—G

als Grauwertbild darstellbar. Ordnet man jedem Grauwert eine Zahl aus dem Einheits-
intervall zu, etwa durch eine Funktion

7:G —[0,1]

mit 7(go) = 0, T(gmax) = 1 und Vg, ¢’ € G : g C ¢ <= 7(9) < 7(¢'), wobei C die
lineare Ordnung auf G sei, so kann man die Hintereinanderschaltung 7 o p der bei-
den Abbildungen p und 7 als charakteristische Funktion des Grauwertbildes auffassen.
Neben der Interpretation linguistischer Daten sind Fuzzy-Mengen demnach auch zur
Beschreibung von Grauwertbildern verwendbar. O

Bemerkung 2.7 Das Beispiel 2.6 macht deutlich, dafl bei der Betrachtung von Fuzzy-
Mengen stets zu beachten ist, welches Objekt durch sie beschrieben wird. In der Lite-
ratur findet man eine Vielzahl moglicher Interpretationen (dhnlich wie fir Wahrschein-
lichkeitsverteilungen). In diesem Buch unterscheiden wir im wesentlichen zwischen zwei
Interpretationen.

Bei der rein objektbezogenen Interpretation einer Fuzzy-Menge geht man davon aus,
daf} die entsprechende Fuzzy-Menge ein Element einer Menge vager Objekte beschreibt.
Operationen auf diesen vagen Objekten werden mit Hilfe von Operationen auf Fuzzy-
Mengen dargestellt. So sind z.B. Grauwertbilder vage Objekte, die mit Methoden der
mathematischen Morphologie bearbeitet werden kann.

Im Falle der in Beispiel 2.6 angesprochenen Rontgenbilder liegt im Gegensatz dazu
meist eine epistemische Interpretation des durch die Fuzzy-Menge beschriebenen Grau-
wertbildes vor, und zwar als vage Beobachtung eines existierenden scharfen Objektes.
So ist ein Rontgenbild als vage (hier zweidimensionale) Wahrnehmung eines existieren-
den dreidimensionalen scharfen Objektes aufzufassen.

Im Beispiel 2.5 wird das vage Konzept ,fast genau x* durch die Fuzzy-Menge i be-
schrieben. p hat hier eine ,jobjektbezogene“ Interpretation. Aber wenn wir die Rota-
tionsgeschwindigkeit der Festplatte zu einem bestimmten Zeitpunkt beschreiben wollen,
haben wir es nicht mit einem vagen Objekt sondern eher mit der Unsicherheit eines
Beobachters zu tun, der die Rotationsgeschwindigkeit nicht exakt messen kann. Auch
zur Beschreibung dieser Unsicherheit konnen Fuzzy-Mengen verwendet werden, doch
werden sie dann im Sinne einer epistemischen Interpretation gedeutet und als Possi-
bilitdtsverteilungen bezeichnet. In Kapitel 3 werden wir diese Interpretation genauer
untersuchen. O
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Bemerkung 2.8 In Beispiel 2.6 ist es sinnvoll, das gesamte Intervall [0, 1] zuzulassen,
da die Grauténe von der Dicke des durchleuchteten Materials abhédngen. Dagegen er-
scheint dies in Anwendungen, in denen ein Experte nur qualitative Wertungen wie ,,Ich
bin mir fast sicher, daB = dazugehort“ liefert, als Ubermodellierung, da weder die Un-
terscheidung zweier Zugehorigkeitsgrade wie 0.915 und 0.916 noch eine Addierbarkeit
von Zugehorigkeitsgraden zu rechtfertigen ist.

In solchen Féllen empfiehlt es sich, anstelle von [0, 1] einen beliebigen Verband (engl.:
lattice) (L,M,U) zu betrachten, der eine rein qualitative Anordnung der in L enthal-

tenen Zugehorigkeitsgrade zum Ausdruck bringt. Falls es z.B. eine totale Ordnung auf
L gibt (d.h. fur alle [,I" € L gilt | <! oder [ > I'), so ist (L,M,L) durch

Inl'=1 — 1<
Ul'=1 < 1>

definiert.

Diese Uberlegung fithrt uns unmittelbar zu dem gegeniiber Fuzzy-Mengen verallgemei-
nerten Begriff der L-Fuzzy-Menge. O

Definition 2.9 FEs sei (L,,U) ein Verband mit dem kleinsten Element I, und dem
grofiten Element ly.x. Fine L-Fuzzy-Menge n von X ist eine Funktion von der Re-
ferenzmenge X in die Menge L, d.h.

n:X — L.

L(X) symbolisiert die Menge aller L-Fuzzy-Mengen von X.

Beispiel 2.10 Die sogenannte Sherman—Kent-Skala hat 19 Abstufungen mit folgenden
(qualitativen) Werten fiir L:

impossible < highly doubtful < only a slight chance

we believe not < unlikely < probably not

chances are slightly less than even

chances are about even

chances are slightly better than even

it’s probable < chances are good < we estimate

we believe < likely < highly likely

highly probable < we are convinced

virtually (almost) certain < certain = Iljax. O

lmin

ANNNNANNANNNNAN

Beispiele wie die Bewertungshierarchie der Sherman—Kent-Skala zeigen, wie wichtig es
ist, eine detaillierte Darlegung der Semantik von L-Fuzzy-Mengen und Fuzzy-Mengen
als deren Spezialfille vorzunehmen. Bevor wir auf diese Aspekte in Abschnitt 2.6 ein-
gehen, wahlen wir zunéchst einen eher intuitiven Zugang zu Fuzzy-Mengen.
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2.2 Einfache Reprisentationsformen
fiir Fuzzy-Mengen

Im folgenden werden wir verschiedene Beispiele fiir Fuzzy-Mengen besprechen sowie
Moglichkeiten zur Aufstellung und Représentation der sie charakterisierenden Zugeho-
rigkeitsfunktionen betrachten.

Offenbar kann jede Fuzzy-Menge p von X durch die Angabe eines Zugehorigkeitsgrades
p(zx) fiir jedes Element x € X beschrieben werden, doch ist eine solche Beschreibung
nur dann praktikabel, wenn die Referenzmenge X endlich ist. Ist die Elementanzahl
von X sehr grof}, abzdhlbar unendlich, oder wird fiir X ein Kontinuum verwendet
(z.B. fiir Temperatur- oder Geschwindigkeitsangaben), so 148t sich p(z) am besten mit
Hilfe eines geeigneten, eventuell parametrisierten Funktionsterms angeben, wobei die
Parameter dem konkret vorliegenden Modellierungsproblem anzupassen sind.

Ist X = IR, bedient man sich zur Beschreibung von p(x) meist linguistischer Ausdriicke
wie ,,grof},*  etwa 10“ und ,,ungefdhr zwischen a und b.“ Diese kénnen durch Elemente
geeigneter Klassen parametrisierter Fuzzy-Mengen, die der Normalisiertheitsbedingung
dz € X : pu(x) = 1 geniigen und daher normale Fuzzy-Mengen genannt werden, inter-
pretiert werden. Als Interpretation von ,,groff* kann man zum Beispiel monoton nicht
fallende Funktionen wie

, falls =z <a
pap(x) =4 2= falls a<az<b (2.1)

a — —

1, falls x> b,

wobei a < b vorausgesetzt sei, verwenden.

Alternative Interpretationen sind stiickweise lineare Funktionen wie z.B. jene in Ab-
bildung 2.4, die als Parameter die Koordinaten der definierenden Punkte verwenden,
aber auch Funktionen mit exponentiellem Anstieg wie

. _ o(~a(a—b)) >
df{ 1—e , falls x>0 (2.2)

Hap(®) =\ falls z < b
mit a > 0 und b € R.

Sprachliche Ausdriicke der Art ,etwa 10,“ die hadufig durch sogenannte Fuzzy-Zahlen
reprasentiert werden, lassen sich am einfachsten durch symmetrische Dreiecksfunktio-

nen
def | 1 — |22 falls m—d<z<m+d
fm,a(x) = ’ d - (2.3)
0, falls x<m—d oder z>m+d,
mit d > 0, m € IR, sowie Gauflsche Glockenkurven der Form
def _ ,(zx—m)2
fagm(w) 2 ot (2.4)

mit a > 0 und m € IR, interpretieren.
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Abbildung 2.4: Interpretation des vagen Konzeptes ,,gro3* durch eine stiickweise lineare
Funktion

Analog kann man ,,ungefahr zwischen b und ¢“ am einfachsten durch die Trapezfunktion

. falls a<z<b
def | 1, falls b<z<c
a,b,c - 2.5
Haea(®) i:j, falls c<ax <d (2:5)
0, falls =z <a or x>d,
mit a < b < c¢<dund a,b,c,d € R beschreiben.
Man beachte, dafl reelle Zahlen ¢ durch
def 1, falls z=t
(@) = Tgy() _{ 0, falls 1 (2:6)
und Intervalle [a, b] durch
def 1, falls a<z<b
Hap(®) = Ty (@) = { 0, falls x<a oder x>0 (2.7)

beschrieben werden kénnen. Reelle Zahlen und Intervalle kénnen daher als Spezialfille
normaler Fuzzy-Mengen angesehen werden.

In den bisher betrachteten Beispielen haben wir Fuzzy-Mengen ausschliellich durch
die sie charakterisierende Zugehorigkeitsfunktion p : X — [0, 1] dargestellt. Diese Re-
prisentationsform entspricht der iiblichen Sicht auf Funktionen, bei der jedem Element
x aus der Referenzmenge X der Funktionswert p(z) zugeordnet wird. Wegen der gra-
phischen Darstellung von p spricht man auch von der wvertikalen Reprdsentation der
entsprechenden Fuzzy-Menge.
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Abbildung 2.5: a-Schnitt einer Fuzzy Menge u

Vergleichbar der Motivation der in Definition 2.9 und Beispiel 2.10 vorgestellten
L-Fuzzy-Mengen wird auch bei der Akquisition von Fuzzy-Mengen oft so vorgegangen,
daB ein Experte fiir alle in einer bestimmten (endlichen) Teilmenge des Wertebereiches
[0, 1] enthaltenen Zugehorigkeitsgrade « festlegt, welche Elemente der Referenzmenge
X mindestens mit dem Grad a dem durch die Fuzzy-Menge beschriebenen vagen Kon-
zept zugeordnet werden konnen. Dies entspricht der horizontalen Reprdsentation von
Fuzzy-Mengen anhand ihrer a-Schnitte.

Definition 2.11 Es sei p € F(X) und « € [0,1]. Dann heifit die Menge

[Wle = {z € X | u(z) > a}

der a-Schnitt von u.

Beispiel 2.12 Es sei i die in Abbildung 2.5 dargestellte Dreiecksfunktion auf RR.

Man kann den a-Schnitt von p konstruieren, indem man eine Waagerechte parallel zur
x-Achse durch den Punkt (0, ) zieht und den Teil des Graphen, der auf und oberhalb
dieser Geraden liegt, auf die x-Achse projiziert. In diesem Fall ergibt sich

[a+ a(m—a),b—ab—m)], falls 0<a<l1
[1]o =
“ R, falls o =0. 0O

Die folgenden wichtigen Eigenschaften von a-Schnitten lassen sich direkt aus Abbil-
dung 2.5 ablesen.
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Satz 2.13 Fir pe€ F(X), a €[0,1] und g € (0,1] gilt:

(a) [;L]o = X;
(b) a < B = [ula 2 [pls,

(¢) ) [ula = luls.

a:a<f

Beweis:
(a), (b): trivial.

(c) Sei G € (0,1] fest vorgegeben.
Fiir jedes o € [0, 1] mit a < G gilt [u]a 2 [1ls, also N [1]a 2 [1)s-

a:a<f
Um die andere Inklusionsrichtung zu zeigen, wiahlen wir ein z € () [g]a-
a:a<f
Ist o < 3, so gilt x € [p], und daher p(x) > .
Also ist u(z) > sup{a | @ < f} =  und folglich = € []s. O

Die Bedeutung der a-Schnitte fiir die Anwendung von Fuzzy-Mengen besteht darin,
daf sich jede Fuzzy-Menge durch ihre a-Schnitte beschreiben 143t. Es gilt der folgende
Reprisentationssatz.

Satz 2.14 Es sei p € F(X). Dann ist

pla) = sup {min(a, By, (@)}

Beweis:

Ist z € X und « € [0, 1], so gilt

a, falls p(x) >«
0, falls u(z)<a.

min(c, Ijy, (x)) = {

Es folgt pu(z) = sup{a | o < p(z)} = sup {min(a, ]Iwa(x))}. 0
a€l0,1]

Geometrisch ist eine Fuzzy-Menge die obere Einhiillende ihrer Niveaumengen. In An-
wendungen empfiehlt es sich daher, wie bei den L-Fuzzy-Mengen bereits angedeutet,
eine endliche Teilmenge L C [0, 1] relevanter, semantisch unterscheidbarer Zugehorig-
keitsgrade auszuwihlen und nur fiir diese die Niveaumengen der zu charakterisierenden
Fuzzy-Mengen festzulegen. Es entsteht dann ein Mengensystem

A= (A,  LC0,1], |L| €N, (2.8)
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das fiir a, 8 € L den Konsistenzbedingungen

(a) 0elL = Ay=X (Festlegung der Referenzmenge),

2.9
(b) a<p = A,2 As (Monotonie) (2.9)
geniigen mufl und die Fuzzy-Menge
: X 0, 1],

pa(z) = supgep {min(a, Iy, (2))}
induziert.
Wird die Endlichkeit von L nicht gefordert, sondern der gesamte Wertebereich zugrunde
gelegt (L = [0,1]), so hat u zusatzlich die Eigenschaft
() ) Aa=A45 (Stetigkeitsbedingung) (2.11)
a:a<f

zu erfiillen.

Definition 2.15 FL(X) bezeichne die Menge aller Mengensysteme (Aq)acpo,], die den
Bedingungen

(F1) Ay = X,
(FQ) Oé<ﬁ:>Aa2A5,

(F3) [ Aa= A5

a:a<f

genigen.

Bemerkung 2.16 Jedes Mengensystem A = (Aq)acp,1) von X, das die Bedingungen
(F1), (F2) und (F3) erfiillt, représentiert eine Fuzzy-Menge

ba € F(X>7

pa(r) = sup{a|ac0, 1Az e A} (2.12)

Liegt umgekehrt € F'(X) vor, so gentigt das Mengensystem ([1t] )aco,1] der a-Schnitte
von p nach Satz 2.13 den drei Bedingungen aus Definition 2.15. O

Beispiel 2.17 Es sei X = [0, 15]. Um das vage Datum ,,ungefihr 5 oder grofier-gleich
7¢ darzustellen, wihlt ein Experte fiinf Zugehorigkeitsgrade L = {0,0.25,0.5,0.75,1}
sowie die Niveaumengen Ay = [0,15], Agas = [3,15], Aos = [4,6] U [7,15], Ao =
[4.5,5.5] U [7,15] und A; = {5} U [7,15]. Das Mengensystem (A, )acr induziert die
in Abbildung 2.6 angegebene Fuzzy-Menge 14, wobei p4 anschaulich als die obere
Einhiillende des Mengensystems A gewonnen werden kann.
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1 f ] A
0.75 H ot ] Aors
0.5 b ] F 1 Aos
0.25 f ] Aoas
R
5 10 15

Abbildung 2.6: Das eine Fuzzy-Menge représentierende Mengensystem A
(horizontale Sicht)

1 1 i \
| |
A | \ |
0.75 — } }
(.
I I
(.
I
0.5 = 5 |
I I | |
I I | |
0.25 — — [
| |
! ! R
L } } } -
5 10 15

Abbildung 2.7: Die von A induzierte Fuzzy-Menge p 4 (vertikale Sicht)
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5[5 [
[ F——{15]55]
o [

Abbildung 2.8: Représentation von p 4 in einem Softwaretool

Man sieht hier deutlich den Unterschied zwischen der horizontalen (Abbildung 2.6)
und der vertikalen Sicht auf Fuzzy-Mengen (Abbildung 2.7). Fiir eine speichersparen-
de Reprisentation von Fuzzy-Mengen in Computern wird man die horizontale Sicht
vorziehen und Diskretisierungen in beiden Achsenrichtungen vornehmen.

Wiéhrend eine Diskretisierung in Ordinatenrichtung stets plausibel erscheint, muf sie
in Abszissenrichtung — wie auch uy4 erkennen lé3t — nicht immer sinnvoll sein. Aus
diesem Grund erfolgt zum Beispiel im interaktiven Softwaresystem SOLD (Statistics
On Linguistic Data), das die statistische Analyse durch Fuzzy-Mengen interpretierbarer
vager Daten erlaubt und in Abschnitt 2.8.5 detaillierter vorgestellt wird, ausschlieSlich
die Aufteilung in eine in verniinftigen Grenzen wéhlbare endliche Anzahl dquidistan-
ter Niveaus. Zur Speicherung der Fuzzy-Mengen 4 wird etwa die in Abbildung 2.8
dargestellte, an die Mengenreprisentation angelehnte Datenstruktur benutzt.

Es handelt sich um eine Verkettung linearer Listen, in der fiir jedes a-Niveau, o # 0,
eine endliche Vereinigung abgeschlossener Intervalle durch Angabe der entsprechenden
Intervallgrenzen abgespeichert ist.

Die benutzte Datenstruktur, die natiirlich voraussetzt, daf sich die Niveaumengen auf
diese Weise angeben lassen, hat sich insbesondere bei arithmetischen Operationen auf
Fuzzy-Mengen bewéhrt (vgl. Abschnitt 2.5). O

Die horizontale Sicht auf Fuzzy-Mengen ist dazu verwendbar, viele Begriffe bequem
von gewoOhnlichen Mengen auf Fuzzy-Mengen zu iibertragen und zu verallgemeinern.
Wir illustrieren dies am Beispiel der Teilmengenbeziehung:

Eine gewohnliche Menge A heifit Teilmenge von A’, wenn jedes Element aus A auch
in A" enthalten ist. Im Falle zweier Mengensysteme (Aq)acjo1] und (A% )acpo,1) wird
man fiir eine verallgemeinerte Teilmengenbezichung fordern, daf§ A, C A/ fiir alle
a € [0,1] gilt. Man zeigt dann sehr leicht, da8 fiir die von den beiden Mengensystemen
induzierten Fuzzy-Mengen p und g/ genau dann Vo € [0,1] : A, C A/ gilt, wenn
(Vx e X : p(x) < p/(x)) erfiillt ist. Wir definieren also:
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Abbildung 2.9: Entstehung eines Grauwertbildes

Definition 2.18 pu, i’ seien zwei Fuzzy-Mengen von X.
i heifft Teilmenge wvon /', i.Z. u C p', wenn fir alle x € X die Ungleichung

() < p'(x) gilt.

Bemerkung 2.19 Offenbar gilt Ty C x4 C Ix und p C @/ A/ € p = p =y fiir alle
pp € F(X). Demnach ist Ty (d.h. die leere Menge) kleinstes und Ix (d.h. die ganze
Referenzmenge) grofites Element von F'(X) beziiglich C, wobei C eine Halbordnung in
der Menge F'(X) bildet. Sind A und B scharfe Mengen, so gilt 14 C Ip genau dann,
wenn A eine Teilmenge von B ist.

Folglich kann man C als Verallgemeinerung der gewohnlichen Inklusion auf Fuzzy-
Mengen ansehen. O

2.3 Verkniipfungen von Fuzzy-Mengen

Die grundlegenden Verkniipfungen der Mengenlehre — Durchschnitt, Vereinigung und
Komplement — sollen im folgenden auch fiir Fuzzy-Mengen eingefithrt werden. Eine
Anregung, wie eine solche Verallgemeinerung mengentheoretischer Grundoperationen
aussehen kann, liefert das nachstehende Beispiel.

Beispiel 2.20 Ein Wiirfel W sei aus 4 x 4 x 4 kleineren Wiirfeln W ;,, 1 <1, 7,k < 4,
gleichen Volumens zusammengesetzt, die entweder aus kristallklarem oder homogen
grau gefdarbtem Glas bestehen. H&lt man I gegen das Sonnenlicht und betrachtet die
Grundfldche, so sieht man auf ihr ein Grauwertbild mit fiinf moglichen Graustufen, die
durch die Anzahl der jeweils durchschienenen grauen Wiirfel bestimmt sind.
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Wir konnen dieses Grauwertbild als L-Fuzzy-Menge oder auch als Fuzzy-Menge
px : P — G darstellen, wobei P = {1,2,3,4}* die Pixelmenge (Quadrate der Grund-
fliche von W) und G = {0, i, %, %, 1} die geordnete Menge der Graustufen bezeichne.
K sei die den Wiirfel eindeutig festlegende Konfiguration der grauen Wiirfel, ndmlich
K ={(i,j,k) | Wi ist grau gefarbt} C {1,2,3,4}>.

Sei K ={K | K C {1,2,3,4}3} die Menge der moglichen Konfigurationen und
7 : K — F(P) die Abbildung, die jeder Konfiguration K ihr Grauwertbild pux =
7(K) zuordnet. Dann enthélt 7(K) zwar Informationen iiber die Lage der kleineren
Wiirfel, erlaubt jedoch wegen der fehlenden Injektivitdt von 7 im allgemeinen keine
Identifizierung von K, d.h., 7(K) 148t sich als informationskomprimierte Beschreibung
von K auffassen.

Anhand der in diesem Beispiel benutzten (epistemischen) Semantik von Fuzzy-Mengen
diskutieren wir das Problem der Schnittbildung von Fuzzy-Mengen:

Es seien K, Ky € K Konfigurationen zweier Wiirfel W, und W5. Den Schnitt dieser
beiden Konfigurationen, d.h. die Konfiguration K; N K5, die genau dort graue Wiirfel
aufweist, wo sich sowohl in K als auch K, graue Wiirfel befinden, erzeugt das Grau-
wertbild i, nk, = 7(K; N Ks).

Im allgemeinen kann man aus der alleinigen Kenntnis der Grauwertbilder px, und pg,
das Grauwertbild pg, g, nicht berechnen, denn es gilt fiir alle (¢, j) € P:

max(0, i, (i, 7) + pi, (i, 4) = 1) < pyres (1, 5) < minpse, (4 5), phres, (45 7))

In speziellen Fillen und mit bestimmten Zusatzinformationen iiber K; und K, 1a8t
sich gk, nk, jedoch aus pg, und pg, berechnen. Wir geben drei Beispiele an.

1) Es sei bekannt, da8 bei den Konfigurationen K; und K5 in jedem Stapel (i, j) die
durchsichtigen Wiirfel oberhalb der grau gefarbten Wiirfel liegen. Dann ergibt
sich

KK iNK, (ia ]) = min(f”ﬁ (i7 ])’ 12 (i’ j))

2) Mit der Zusatzinformation, dafl bei der Konfiguration K in jedem Stapel (3, j)
die durchsichtigen Wiirfel oben, bei der Konfiguration K, jedoch unten liegen,
erhélt man

lj“K1ﬁK2 (%]) = maX(QMIﬁ (%]) + l’[’K2 <Z7]) - 1)

3) Wird vorausgesetzt, dafl in jedem Stapel (i, j) jede zum Grauwert pig, (i, 7) bzw.
i, (i, 7) passende Anordnung von kleinen Wiirfeln gleich wahrscheinlich und un-
abhéingig von der Stelle (,7) und dem jeweils betrachteten Wiirfel ist, so kann
man das ,erwartete Graubild“ wie folgt definieren:

An der Stelle (i, 7) gibt es in W) genau ( ) und in W5 genau ( 4uK4(z’j)> ver-
2 I

4
4“K1 (27])
schiedene Anordnungen, insgesamt ergeben sich also N = (4uK4(ij)) ( 4/u<4(z‘j))
1\b 2 \%
verschiedene gleichwahrscheinliche Kombinationen die folglich alle die gleiche
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Wahrscheinlichkeit + besitzen. Werden die Kombinationen numeriert, und ist
a,(i,7) die durch d1e n-te Kombination induzierte Anzahl grau gefarbter Wiirfel
im Stapel (7, j) des Schnittes von pg, und ug,, so ergibt sich als Erwartungswert

o1
z:: N @ = iy (4, J) -+ by (4, 7).
In diesem Fall ist es also sinnvoll,

HEKiNK, (Zaj) = HK, (Z7j) e (Zaj)

zu definieren.

Im Unterschied zur allgemeinen Situation, in der keine Zusatzinformationen iiber iy,
und pg, vorliegen, hat man es in den drei besprochenen Spezialfillen mit Wahrheits-
funktionalitit zu tun, d.h., aus der Kenntnis der Funktionswerte g, (¢, j) und p, (4, j)
kann man auf den Funktionswert pix,nr, (7, j) des Schnittes schliefien. O

Wir benutzen jetzt das Beispiel 2.20, um der Frage nachzugehen, wie man die klas-
sischen mengentheoretischen Grundoperationen auf Fuzzy-Mengen iibertragen kann.
Wir beginnen mit der Durchschnittsbildung und setzen wir voraus, dafl der zu definie-
rende Schnitt pN ' zweier Fuzzy-Mengen p, 1/ € F(X) elementweise zu berechnen ist.
Es gibt dann eine Funktion M: [0,1]*> — [0, 1] derart, daf

(N ) (@) = N(u(z), w'(x))

gilt. Damit M als Schnittoperator akzeptabel ist, mufl er geeigneten Axiomen geniigen,
die in der folgenden Definition angegeben werden und auf den aus der mehrwertigen
Logik bekannten Begriff der ¢t-Norm fiihren.

Definition 2.21 Fine Funktion T : [0,1)> — [0,1] heifit t-Norm, wenn die Bedin-
gungen

(i) T(a,1)=a (Einselement),
(ii)) a<b= T(a,c) < T(bc) (Monotonie),

(i) T(a,b) = T(b,a) (Kommutativitdt),
(iv) T(a, T(bc))=T(T(a,b),c) (Assoziativitdt).

erfillt sind.

Offensichtlich ist T monoton nicht-fallend in beiden Argumenten, und es gilt
T(a,0) =0.

(i) bedeutet, dal der Schnitt einer Fuzzy-Menge mit einer gewohnlichen Menge nur
zum Ausschlufl von Elementen (der Zugehorigkeitsgrad wird 0) oder zum Erhalt des
vorliegenden Zugehorigkeitsgrades fithren darf.
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(ii) sichert, dafl monoton wachsende Zugehorigkeitsgrade in den Argumenten auch mo-
noton wachsende Zugehorigkeitsgrade im Schnitt zweier Fuzzy-Mengen nach sich ziehen
missen.

Kommutativitat (iii) und Assoziativitét (iv) sind fiir einen erweiterten Schnittoperator
selbstverstdndlich vorauszusetzen.

Die bekanntesten t-Normen finden sich bereits in Beispiel 2.20, ndmlich

Tuin(a,0) < min{a,b},
Traa(@b) % max{0,a+b—1}, und (2.13)
Tprod(a,b) d:ef a-b.

Dual zum Begriff der t-Norm wird der Begriff der t~-Conorm benutzt, der zur Definition
verschiedener verallgemeinerter Vereinigungsoperatoren herangezogen werden kann.

Definition 2.22 FEine Funktion 1 : [0,1]*> — [0,1] heifit genau dann t-Conorm, wenn
L kommutativ, assoziativ, monoton nicht-fallend in beiden Argumenten ist und 0 als
FEinheit besitzt.

Bekannte Beispiele fiir -Conormen sind
Lmin(a,b) = max{a,b},
Lruka(a, b) o min{a +b,1}, and (2.14)
prod( b) = a-+ b — ab.
t-Normen und ¢-Conormen induzieren Konnektive fiir Fuzzy-Mengen vermittels
(wOrp)(@) = T(u(r), p'(x)) und

(UL ) (@) S L(u(x), (@), (2.15)

Beispiel 2.23 In seinem Aufsatz ,,Fuzzy Sets” aus dem Jahre 1965 verwendete
L.A. Zadeh die Operatoren

(pNnu)(z) = min{u(z),(x)} (Durchschnitt),
(nUp)(x) = max{p(z),u(x)}  (Vereinigung),
m(x) & — p(z) (Komplement).

Das spezielle Paar von ¢-Norm min und ¢-Conorm max hat giinstige algebraische Ei-
genschaften wie die Distributivgesetze

pOpup”) = (pnp)U(pnp’) und

pU@np) = (nup)n(puu). (2.16)
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Abbildung 2.10: Durchschnitt zweier Fuzzy-Mengen

Die DeMorganschen Gesetze
pU =Ny und pNp/ =pup (2.17)

gelten nicht nur fiir N und U, sondern fiir alle Paare von ¢~-Normen und #-Conormen.
(F(X),N,U) bildet einen vollstandigen distributiven Verband mit dem Nullelement 1
und dem Einselement 1.

Allerdings erhélt man keine Boolesche Algebra, da es keinen Komplementoperator —
gibt, fiir den pN @ = My und p U g = Tx stets erfiillt ist.

Vom praktischen Standpunkt aus gesehen, 148t sich mit dem Paar (min, max) sowohl
rechnerisch als auch graphisch sehr gut arbeiten. Beschreiben p, i/ € F(IR) zum Bei-
spiel die linguistischen Werte ,,jung® bzw. ,ungefihr 20,“ so ergibt sich p Ny, wie in
Abbildung 2.10 dargestellt. O

(min, max) ist das einzige Paar distributiver und damit absorbierender und idempo-
tenter t~-Norm und ¢-Conorm. Wenn man also die Eigenschaften

pNp=p und pUp=p
fiir Fuzzy-Mengen p erhalten will, mufl man dieses Paar von Operatoren verwenden.
Da sich jedoch in vielen Anwendungen Fuzzy-Mengen — auch wenn sie dieselbe Cha-
rakterisierung besitzen — bei der Durchschnitts- bzw. Vereinigungsbildung gegenseitig
beeinflussen, arbeitet man hiufig statt mit (min, max) auch mit Paaren parametrischer
Operatoren.

Beispiel 2.24 Es sei (Ty, L)), A € (—1,00), die parametrisierte Weber-Familie von
t-Normen und ¢-Conormen, d.h.

b—1+4+ dab
Ta(a,b) = rnax{aJr + a’ } und

1+ A
(2.18)

1y(a,b) = min {a+b— 1)\+ab>\,1}.
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Fiir A = 0 ergibt sich das Paar (T puka, Liuka), filr A — oo das Paar (T prod, Lproa) und
fir A — —1 das Paar (T_1, L_;) mit

a, fallsb=1
T_1(a,b) =< b, fallsa=1 (drastisches Produkt)
0, sonst
und
a, fallsb=0
1 4(a,b) =4 b, fallsa=0 (drastische Summe).
1, sonst 0
Da jede t-Norm T : [0, 1]*> — [0, 1] die zu ihr duale t-Conorm
1:1]0,1) 0,1},

1(a,b) = 1-=T(1l—-a,1-0),

definiert, lassen sich anhand gegebener ¢-Normen leicht sinnvolle Paare von t-Norm
und ¢t-Conorm ermitteln. Weitere Familien solcher Paare sind beispielsweise die

Hamacher-Familie

b
T (a,b) = ¢
+(@,b) v+ (1 =~)(a+b—ab)’
b ab— (1 ab (2.20)
+0—ab—(1—7)a
1 (ab) = = 0
7(&7 ) 1-(1-’7)@1) S g V)
und die
Yager-Familie
1
Ty(a,b) = 1—min{[(1-a)’+ (1-bF]», 1},
(2.21)

12(a,b) = min{[a” + "7, 1}, p>0.

In der Yager-Familie erhélt man fiir p — 0 das Paar (T_q, L_4), fiir p — oo das Paar
(min, max). Sie deckt damit einen grofien Bereich von ¢-Normen und ¢-Conormen ab,
da man fiir alle --Normen T und ¢-Conormen L zeigen kann, dafl

T_1(a,b)
max{a, b}

min{a,b} und

Lab) (2.22)

< <
< <

gilt.
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Mathematisch besonders attraktiv sind Archimedische t-Normen und t-Conormen.

Definition 2.25 FEs seien T : [0,1]*> — [0,1] und L : [0,1]* — [0, 1] zwei Funktionen.

(a) T heifit Archimedische t-Norm genau dann, wenn T eine stetige t-Norm ist
und fiir alle a € (0,1) die Ungleichung T (a,a) < a gilt.

(b) L heifst Archimedische t-Conorm genau dann, wenn L eine stetige t-Conorm
ist und fir alle a € (0,1) die Ungleichung 1(a,a) > a gilt.

Archimedische ¢-Normen lassen sich wie folgt représentieren.

Satz 2.26 Eine Funktion T : [0,1]> — [0,1] ist genau dann eine Archimedische
t-Norm, wenn eine streng monoton fallende stetige Funktion f : [0, 1] — [0, 00| ezistiert
mit f(1) =0 und

T(a,b) = fCV(f(a) + £(1)),

wobei -V die Pseudo-Inverse von f ist, d.h.

oy det [ {z €[0,1] ] f(z) =y}, falls y €0, f(0)]
J70) = {o, ! falls ze[f(()),oo].

Fir f(0) = oo ist T streng monoton wachsend in beiden Argumenten.

Beweis:

Der Beweis dieses Satzes ist in [Schweizer61] zu finden. O

Analog kann jede Archimedische ¢-Conorm L durch eine streng monoton wachsende
stetige Funktion g : [0, 1] — [0, co] mit ¢g(0) = 0,

L(a,b) = g (g(a) + g(b))
und der Pseudo-Inversen

B (z€00,1] | g(z) =y}, falls y € [0,9(1)]
g )(y>:{ 1 R et

dargestellt werden.

Fiir g(1) = oo ist L streng monoton wachsend in beiden Argumenten. Die genannten
Funktionen f und g sind bis auf die Multiplikation mit einem positiven Faktor eindeutig
bestimmt.
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Beispiel 2.27
def
(a> fp : [07 1] - [07 1]7 fp<x> = (1 - I)p7
def
gy [0,1] — [0, 1], gp(z) = 2P, p > 0.
fp ist streng monoton fallend mit f,(1) = 0 und f,(0) = 1, g, hingegen streng
monoton wachsend mit g,(0) =0 und g,(1) = 1.

Die von f, und g, induzierten Paare von ¢-Norm und ¢-Conorm bilden die Yager-
Familie.

(b) f:[0,00] = [0,1],  flz) = { ;}m gﬁi iigo !

def | —In(1—2xz), falls z€0,1
9:[0,1] = 0,00, g(z) = {oo e falls x:[l. )

f und g erfiillen die Voraussetzungen von Satz 2.26. Es ergibt sich
T(a,b) = fUD(f(a)+ f(b))

= fEY(~Ina —Inb) (algebraisches Produkt),
eln(a)+1n(b) =q-b

L(a,b) = ¢ Y(g(a)+ g(b))
= ¢Y(=In(1 —a) —In(1 — b)) (algebraische Summe).
- 1- eln(lfa)Jrln(lfb) —a+b—ab O

Fiir die Axiomatisierung des Komplementes von Fuzzy-Mengen gibt es analoge Uber-
legungen: Man nennt eine Funktion n : [0,1] — [0, 1] eine Negation, falls n(0) = 1,
n(l) = 0 und n(a) > n(b) fur alle a < b gilt. Am héaufigsten benutzt wird die von
Zadeh vorgeschlagene Negation

n(x)=1-—=x.

Sie ist strikt, d.h. streng monoton und stetig.

Jeder t-Norm T wird iiber eine strikte Negation n eine duale t-Conorm L ,, zugeordnet,
fiir die
Ln(a,0) = n(T(n(a),n(b))) (2.23)

gilt. Im Falle T = min ergibt sich beispielsweise fiir n(x) = 1 — = die duale ¢-Conorm
1, = max.

2.4 Das Extensionsprinzip

Wihrend im vorhergehenden Abschnitt lediglich Méglichkeiten der Verallgemeinerung
mengentheoretischer Operationen von gewohnlichen Mengen auf Fuzzy-Mengen dis-
kutiert wurden, soll nun ein allgemeines Verfahren angegeben werden, mit dem sich
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Abbildungen der Form ¢ : X™ — Y zu Abbildungen der Art ¢ : F (X)" — F(Y) erwei-
tern lassen. Die Motivation erfolgt auf intuitivem Niveau, ohne auf die Abschnitt 2.7
vorbehaltene genauere Darlegung der Beziehungen zwischen der Theorie der Fuzzy-
Mengen und mehrwertiger Logik ndher einzugehen.

Es sei p € F(IR) die Interpretation eines durch den linguistischen Wert ,jungefahr 2
benannten vagen Konzepts durch eine Fuzzy-Menge. Den Zugehirigkeitsgrad p(2.2)
der Zahl 2.2 zur Fuzzy-Menge 1 kann man auch als Akzeptanzgrad fiir die Korrektheit
der vagen Aussage ,,2.2 ist ungefahr 2* auffassen.

Zusétzlich sei nun ¢/ € F(IR) als Interpretation des vagen Konzeptes ,alt“ durch eine
Fuzzy-Menge gewéhlt. Dann 148t sich umgekehrt der Akzeptanzgrad der zusammenge-
setzten Aussage ,,2.2 ist ungefihr 2, und 2.2 ist alt* als Zugehorigkeitsgrad von 2.2 zum
vagen Konzept ,ungefihr 2 und alt“ — also zur Fuzzy-Menge p N p' — interpretieren.

Es stellt sich die Frage, wie man auf diesen verallgemeinerte Wahrheitswerte darstellen-
den ,, Akzeptanzgraden® operiert. Prinzipiell wird man fiir die Représentation der Kon-
junktion irgendwelche ¢-Normen, fiir die der Disjunktion zu ihnen duale ¢-Conormen
benutzen. In diesem Abschnitt beschrinken wir uns jedoch auf die Verwendung des
Paares (min, max).

Es sei P eine Menge vager Aussagen, die mittels der Konnektive und bzw. oder ver-
kniipfbar sind. Die Abbildung acc : P — [0, 1] (acceptance) ordne jeder Aussage a € P
ihren Akzeptanzgrad acc(a) zu: acc(a) = 0 bedeute, dafl a definitiv falsch ist, acc(a) = 1
hingegen, daf a definitiv wahr ist. Schliefllich 148t sich fiir acc(a) € (0,1) nur von gra-
dueller Wahrheit der Aussage a sprechen.

Werden zwei Aussagen a,b € P miteinander verkniipft, so erfolgt ihre Bewertung nach
folgendem Schema:

acc(a und b) = acc(a Ab) = minf{acc(a),acc(b)}, (2.24)
acc(a oder b) = acc(aVb) = max{acc(a),acc(b)}. '
Fiir unendlich viele Aussagen a;, ¢ € I, definieren wir dazu passend
acc(Vi € I : a;) = inf {acc(a;)|i € I}, (2.25)
acc(Fi € I: a;) = sup{acce(q;) | i€ I} '
Mit Hilfe des Konzeptes des Akzeptanzgrades vager Aussagen zeigen wir jetzt, wie
man eine Funktion ¢ : X" — Y, die den Tupeln (zy,...,z,) aus X" den schar-
fen Funktionswert ¢(x1,...,x,) aus Y zuordnet, geeignet auf eine Funktion
¢ : F(X)" — F(Y) erweitern kann, die vagen Beschreibungen (yu1, ..., u,) € F(X)"
von (x1,...,2,) den unscharfen Funktionswert ¢(pu1, ..., i,) zuweist.

Beispiel 2.28 Es sei + : R? — IR die Addition reeller Zahlen. Sind die genauen
Werte z; und x5 einer Beobachtung nicht zugénglich, so wird man in einem ersten
Modellierungsansatz versuchen, mit Intervallen A; und A, zu arbeiten, von denen man
sicher ist, dafl 1 € A; und x5 € A, gilt.
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Die Addition von A; und A, wird iiber
A+ As (i:ef{al—i—ag ‘ a1 € A1 A as GAQ},

definiert, eine Vorgehensweise, die aus der Intervallarithmetik wohlbekannt ist. Zum
Beispiel ist

4,5 + [8, 10] = [12,13],
d.h., man braucht nur die Intervallgrenzen zu addieren und zu einem neuen Intervall
zusammenzufassen. |

Die Erweiterung einer Funktion ¢ : X™ — Y auf die Potenzmengen, wie sie auch im
obigen Beispiel durchgefiihrt worden ist, ergibt im allgemeinen Fall

55 (RO = B
(5(141,..., ) = {y€Y|E|(£L'1,,ZCn)€A1XXAn
d(x1,...,x,) =y}
Bestimmt man den Akzeptanzgrad der Aussage ,,y gehort zum Bild von (4y,..., A4,),"
so ergibt sich
acc(y gehort zum Bild von (A4, ..., 4,))
= acc(I(zy,...,xp) € A X ... X Ay i p(1, ..., 20) =)
B { 1, falls I(xy,...,2,) €A1 X ... X Ay P(ay, ..., 20) =y

0, sonst.

Bei der Erweiterung der Funktion ¢ : X™ — Y auf ¢ : F(X)" — F(Y) kann man analog
vorgehen: Der Akzeptanzgrad der Aussage .,y gehort zum Bild von (p, ..., it,)“ mit
p; € F(X),i=1,...,n, ist dann

acc(y gehort zum Bild von (g, ..., fn))

=acc(3(xy,...,z,) € X" x1 gehort zu gy und
xo gehort zu py und

und
T, gehort zu p, und
y=¢(x1,...,2,))

= sup {acc(w; gehort zu p; und
... und
T, gehort zu p, und

y=¢(@y, ..., )}
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= sup {min{acc(x; gehort zu ),

acc(x,, gehort zu ),

acc(y = ¢(x1,...,2,))}}

= sup :{min{,ul(l'l)w-'7Mn(xn)}}7

da der Akzeptanzgrad von z; zu dem durch pu; beschriebenen vagen Konzept fiir
i = 1,2,...,n vereinbarungsgemif gleich dem Zugehorigkeitsgrad p;(x;) ist, und da
offenbar

1, falls  o(zy,...,2,) =y

acc(y = ¢(x1,...,x,)) = { 0, sonst
gilt.

Insgesamt erhélt man die erweiterte Abbildung
¢: F(X)" — F(Y)
mit

Djias - pn) Y = [0,1],

O(pa, -5 pn)(y) = sup{min{pn (z1), ... pn(zn)} | (2.26)
(T1,...,2,) € X"
und y = ¢(z1,...,2,)}

Beispiel 2.29 Die Interpretation des vagen Konzepts ,,ungefihr 2* durch eine Fuzzy-
Menge sei
r—1, falls 1<z<2
peFMR), wplx)=< 33—z, falls 2<z<3
0, sonst.

Die Erweiterung der Abbildung ¢ : R — IR, z +— 22 auf Fuzzy-Mengen von IR ergibt

Agu) R — [0,1],
o(u)(y) = sup{u(z) |z € RAz® =y}
Vy—1, falls 1<y<4

= 3—y, falls 4<y<9
0, sonst. O

Die dargestellte Vorgehensweise, eine Funktion ¢ : X™ — Y auf ¢ : F(X)" — F(Y) zu
erweitern, bezeichnet man als Extensionsprinzip.
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Abbildung 2.11: Graphische Darstellung von q@(,u) aus Beispiel 2.29

Definition 2.30 Es sei¢: X" — Y eine Abbildung. Die Extension von ¢ ist gegeben
durch

o (F(X)" — F(Y) mit
S, p)(y) = sup{min{p (1), .., pin(za)} |
(x1,...,2,) € X"
und y = ¢(xq,...,2,)}

Dabei sei sup () = 0 vereinbart.

Als erste Anwendung des Extensionsprinzips, das der , Fuzzifizierung“ ganzer Theorien
zugrunde gelegt werden kann, betrachten wir im néchsten Abschnitt arithmetische
Operationen auf unscharfen Intervallen.

2.5 Effizientes Operieren auf Fuzzy-Mengen

In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf die Untersuchung spezieller Klassen von
Fuzzy-Mengen reeller Zahlen.

Definition 2.31

(a) Fx(R) = {p€ F(R) | 3z € R: pu(z) = 1},

(b) Fo(R) = {p € Fy(R) | Va € (0,1] : [u]n kompakt},

def

(c) Fi(R) = {u € Fn(R) | Va,b,c € R :
a<c<b= p(c) = min{u(a), u(b)}}-
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Die Elemente von Fy(IR) heiflen normale Fuzzy-Mengen. Die Voraussetzung der Nor-
malitdt ist immer dann sinnvoll, wenn eine Fuzzy-Menge p € Fy(IR) als vage Beschrei-
bung einer existierenden, aber nicht genau mef3baren reellwertigen Grofle benutzt wird.
In einem solchen Fall wire es nicht plausibel, keiner einzigen reellen Zahl den maxima-
len Akzeptanzgrad 1 zuzuordnen.

Die in F(IR) enthaltenen Fuzzy-Mengen sind von oben halbstetig, was zu einer im fol-
genden noch naher zu erkldrenden Vereinfachung auf sie angewandter arithmetischer
Operationen fiihrt. Eine besondere Rolle spielen hierbei die Fuzzy-Mengen aus Fr(IR).
Sie sind normal und fuzzy-konvez (d.h., alle ihre Niveaumengen sind konvex) und wer-
den auch Fuzzy-Intervalle genannt, da ihr Kern ein gewohnliches Intervall ist. Es ist zu
beachten, dal Fuzzy-Konvexitét nicht gleichbedeutend mit der Konvexitét der charak-
teristischen Funktion ist. In ihrer Interpretation als vage Beschreibungen reeller Zahlen
bezeichnet man die Elemente aus F7(IR) haufig auch als Fuzzy-Zahlen.

Um mit Fuzzy-Zahlen rechnen zu koénnen, miissen die arithmetischen Grundopera-
tionen definiert werden. Mit Hilfe des Extensionsprinzips erhalten wir die folgenden
Festlegungen fiir die Summe p @ i/, das Produkt g ® ¢/ und den Reziprokwert rec(u)
beliebiger Fuzzy-Mengen u, i’ € F(IR):

(ko)) = sup{min{u(z1), ' (x2)} | 21,22 € R A3y + 29 = t},
(pou)(t) = sup{min{u(z1), ) (22)} | 21,22 € R A 2129 = t},
rec(p)(t) = sup{p(z) |z € R\{0} A 1=t} fir alle t € R.

Andere Operationen lassen sich auf analoge Weise definieren.

Beispiel 2.32 In Abbildung 2.12 sind drei normale Fuzzy-Mengen pi1, o, 13 € Fo(IR)
angegeben; 1y und pg sind sogar Fuzzy-Intervalle, wobei u3 die gewshnliche Menge {2}
ist.

Unter den fiir p; @& pe, p1 © pg und rec(p;) dargestellten Graphen entsprechen die
beiden ersten den intuitiven Erwartungen; bei rec(y;) muf man sich klar machen,
daB p1(0) = 0.5 gilt, die Division durch 0 nicht erlaubt ist und man daher einen
asymptotischen Verlauf beim Zugehorigkeitsgrad 0.5 erhélt. Es gilt

rec(pn)(t) = sup{ui(z)|zeR AL =1t}

241 falls t<-1 v t>1
= ¢ 2—3, falls 1<t<1
0, falls —1<¢<3 O

Im allgemeinen sind Operationen auf Fuzzy-Mengen sehr viel komplizierter, insbe-
sondere dann, wenn Fuzzy-Konvexitdt nicht gegeben ist und im Sinne von Definiti-
on 2.30 mit der vertikalen anstatt der horizontalen Représentation von Fuzzy-Mengen
gearbeitet wird. Aus diesem Grund versucht man, Fuzzy-Arithmetik auf gewchnli-
che Mengenarithmetik zuriickzufiihren und dabei von elementaren Operationen der
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Abbildung 2.12: Arithmetische Operationen auf Fuzzy-Mengen
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Intervall-Arithmetik zu profitieren. Hierbei kommen wir noch einmal auf das Konzept
aus Definition 2.15 zuriick. Die in ihr angegebene Stetigkeitseigenschaft (F3) kann man
beweistechnisch benutzen, um eine Korrespondenz zwischen den Fuzzy-Mengen von R
und den Mengensystemen aus FL(IR) herzustellen. Tatséchlich ist die Abbildung

¢:FL(R) — F(R), ( )
def 2.27
¢ ((Aa)ae[ﬂ,l]) = U
mit u(z) =sup{a | a € [0,1] Az € A,} eine Bijektion.

Mochte man jedoch mit moglichst allgemeinen Mengensystemen A = (Aq)ac(0,1) NOI-
male Fuzzy-Mengen reprisentieren, so verzichtet man auf die Stetigkeitsbedingung (F3)
und die wegen a # 0 ohnehin iiberfliissig gewordene Bedingung (F1), um allein mit

(F2) und der die Normalitdt sichernden Zusatzbedingung ) A, # 0 die von A
a€(0,1)
induzierte Fuzzy-Menge 4 mit

pa(t) =sup{a|a e (0,1) At € A}
festzulegen.

Das motiviert die folgende Begriffsbildung:

Definition 2.33 Ein Mengensystem (Aq)ac(o,1) heifft Mengenreprasentation von
€ Fn(R), falls

(a) 0<a<f<l= AsC A, CR, und

(b) u(t) =sup{a|a e (0,1)ANt € A}

mit sup ) = 0 gilt.

Wie der folgende Satz zeigt, kann eine Fuzzy-Menge mehrere Mengenreprisentationen
haben.

Satz 2.34 Es sei n € Fy(R). Das Mengensystem (Aq)ac(o1) ist genau dann eine
Mengenreprasentation von p, wenn fir alle o € (0,1) gilt:

{teR|ult)>a} CA. C{teR|pt) >a}

Beweis:

Es sei [1]q & {te R | pu(t) >a}, ae(0,1).
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»,=—=": Ausgehend von einer Mengenreprésentation (A,),c(,1) von p und beliebigem,
aber festem « € (0,1) gilt fiir alle ¢t € R:

te e = pu(t)=sup{y Ly, (1) | 7€ (0,1)}>a
= Jfe(al):te Ay
— te A,

Mit u(t) > a - 14,(t) = o laBt sich t € A, zu t € [u], abschwéchen, d.h.
C Ay C

t)
[ Aa C [Wa-
,<="“: Die Inklusion [u], € A, C [u], sei fiir alle v € (0,1) erfiillt. Wir haben

nachzuweisen, dal (A,),c(0,1) eine Mengenreprésentation von p ist.

(a) Fir0<a<p<lgiltte |upsg= pult)>p0>a=1c [y, und
damit auch [p]g C [p]a
Aufgrund der Voraussetzung [}, € A, C [u],, v € (0,1), ist demnach
Ap C [l € [1la € Ao

(b) Um u(t) =sup{a|a € (0,1) At € A,} zu zeigen, sei zunédchst p(t) > 0.
Unter Anwendung des Représentationssatzes 2.14 und Beriicksichtigung
der Voraussetzung schliefen wir wie folgt:

pu(t) = sup {min{a, ]I[M]a(t)}}
a€l0,1]
supfa | @ € [0,1] At € [}
= sup{a|a e (0,1) At € [ula}
> sup{a|ae (0,1)Ate A}
> sup{a|a€ (0,1)At € [ul.}
= sup{a|a € (0,1) Apu(t) > a}
= p(t).
Ist u(t) = 0, dann haben wir ¢ ¢ A, fiir alle @ € (0,1) und daher per
definitionem sup{a | @ € (0,1) At € Ay} =sup® = 0 = pu(t). O

Bemerkung 2.35 Es sei p € Fy(IR). In Definition 2.11 fiithrten wir [u], = {x € R |
p(z) > a} fir o € [0,1] als den a-Schnitt von g ein. Die Mengen [u], & {z e R |
p(x) > a}, a € [0, 1], werden vielfach auch als die strikten a-Schnitte von p bezeichnet.

Die durch sie induzierten Mengensysteme ([tt]a)ac(0,1) Und ([¢t]a)ac(o,1) sind Mengenre-
prasentationen von g und bilden nach Satz 2.34 offenbar die untere bzw. obere Schranke
aller Mengenreprésentationen von . |

Der folgende Satz zeigt auf, wie man fiir beliebige Abbildungen ¢ : R" — IR mit
Hilfe von Mengenreprésentationen ((A4;)a),¢( ) normaler Fuzzy-Mengen p1; € Fi(IR),

i=1,2,...,n, zu einer Mengenreprisentation der Extension ngS(mul, ..., muy,) gelangt.

Seine Aussagen sind zum Beispiel dazu verwendbar, arithmetische Operationen auf
Fuzzy-Mengen effizient durchzufiihren.
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Satz 2.36 Es seien jiy, fto, . - ., by normale Fuzzy-Mengen von R und ¢ : R" — R
eine Abbildung. Dann gilt:

(a) Ya € [0,1) = [0, s ptn)]a = D[l -+ [tina).

(b) Ya € (0,1] : [é(ﬂly oo ttn)]a 2 O([1]as - - [Hn]a)s

(c) Falls ((Ai)a)ae(o,m eine Mengenreprdsentation von p;, 1 = 1,2,...,n, ist, dann

ist (¢ ((A1)as -, (An)a))ae(on) €ine Mengenreprisentation von Dpins - s fin)-

Beweis:

(a) Es seien o € [0,1) und ¢ € R beliebig, aber fest vorgegeben.

te [é(ﬂlw--»ﬂn)]g
= te{yeR|d(p,...,pm)(y) > o}
<~ te{yeR|sup{min{ui(z1),...,pn(xn)} |
(1, ..., xn) € R"AP(x1,...,2,) =y} >}
& A(xy,...,z,) € R™:
(D(z1, ..y 2) =t Amin{pg(z1), ..., pn(zn)} > @)
— J(x1,...,2,) € R":

(gb(xl,...,xn) =tA(xq,...,2,) € X?’:l[,ui]g)
— te€ (b([ﬂl}g? R [N”]Q)‘

(b) wie (a), jedoch ist an der Stelle (%) aufgrund des auftretenden Supremums nur
die Implikationsrichtung ,,<=" zugelassen.

(c) Die Aussage ist eine triviale Folgerung aus Satz 2.34, wenn wir

~

[¢(N17 cen a,un)]g Co ((Al)ow ) (An)a> - [é(ﬂla o a,un)]a-

nachgewiesen haben.

Da ((Ai>a)ae(o,1) fir i« = 1,2,...,n Mengenrepriasentationen von p; sind, gilt
unter Anwendung von Satz 2.34 [pi]o € (Ai)a C [fi]a- Wir benutzen (a) und (b)
und erhalten schliefilich

Dk, s fin)]a

¢<[M1]g7 R [Mnh)

¢ ((A1)a, - -, (An)a)

O([p]as - - -5 [1n]a)

(1, - 1) O

N 1N 1N
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Beispiel 2.32 (Fortsetzung) Fiir uy, ps € Fo(IR) mit
””T“, falls -1 <z <1
pi(z) = 2 —x, falls 1< <2
0, sonst

und
r—3, falls 3<z<4

b—x, falls 4<zx <5

po(r) =9 x—>5, falls 5<x<6
7T—ux, falls 6<a <7
0, sonst

erhalten wir die Mengenreprasentationen ([{t1]a)ac(o,1) und ([t2]a)ac(o,1) mit

o = [2a—1,2-d],
(o], = la+3,5—a]Ua+5,7—aqal.

Es sei add : R* — R, add(z,y) e+ y. Nach Satz 2.36 ist (Aa)ac(o,) mit

A, o add([p1]a, [12]a) eine Mengenreprisentation von g @ ps. Wir berechnen

A, = add([p]as [pe)a) = Ba+2,7 = 2a] U [3a + 4,9 — 2a]
{ Ba+2,7—2a]U[3a+4,9—2a], falls o >0.6

Ba+2,9 —2a], falls a < 0.6,
und daraus
%2, falls 2 <x <5
7’7“”, falls 5 <z <538
(11 ® po)(z) =< %54, falls 58 <2 <7
9%, falls 7 <x <9
0, sonst. O

Bemerkung 2.37 Die Fortfithrung des Beispiels 2.32 hat gezeigt, dafl sich eine Men-
genreprasentation (Aq)ac,1) der Summe jy @ po zweier Fuzzy-Mengen aus Feo(IR)
dadurch finden li8t, dafl die Niveaumengen A, durch Addition der a-Schnitte von
p1 und pso gebildet werden. Auf analoge Weise kann man die Bestimmung von Men-
genrepréasentationen fiir andere Verkniipfungen von Fuzzy-Mengen aus F¢o(IR) oft auf
einfache Operationen der Intervallarithmetik reduzieren.

Im Falle der vier Grundrechenarten ergeben sich die folgenden Intervalloperationen:

Fiir a,b,c,d € R gilt

[a,b] + [c,d] = [a+c¢b+d],
[a,b] — [c,d] = [a—d,b—(],



2.5. Effizientes Operieren auf Fuzzy-Mengen 39

lac, bd] fir a>0A ¢>0
[bd, ac] fir b<O0 A d<O0
[a,b] - [c,d] = min{ad, bc}, max{ad, bc}], fir ab>0 A cd>0
N ac <0
[min{ad, bc}, max{ac,bd}], fir ab<0 V cd <0
[+.4]. falls 0 & [a, b]
I [%,oo)U(—oo,%}, fallsa <OAb >0
[a, 0] [%oo) fallsa =0 A D> 0
(—oo,%}, falls a < OA b= 0.

Man beachte, dafl die Addition, Subtraktion und Multiplikation zweier Fuzzy-Intervalle
im Gegensatz zur Division nicht aus den Mengen F(IR) bzw. F;(IR) herausfiithren.

Viele der fiir die arithmetischen Grundoperationen auf reellen Zahlen bekannten Re-
chengesetze lassen sich auf die entsprechenden Extensionen fiir Fuzzy-Mengen und
folglich auch auf Intervalloperationen iibertragen. So gilt fiir die Addition von Fuzzy-
Mengen von R wieder das Kommutativ- und das Assoziativgesetz, d.h., fir uy, ps,
U3 e F (]R) ist

p1 D pe = po D p,
pn ® (2 © p3) = (1 D p2) © ps.

Das Distributivgesetz gilt nicht in jedem Falle, jedoch kann man zeigen, daf3

1 © (2 ®pz) S (1 O pa) S (1 © p3)

erfiillt ist.

Es sollte noch angemerkt werden, dafl F'(IR) beziiglich der Addition keine Gruppe
bildet. Es existiert zwar mit ;o ein Nullelement, jedoch gibt es im allgemeinen kein
additives Inverses. Dies 148t sich leicht aus der Tatsache folgern, dafl die Gleichung

2,3] + A = {0}

auch im Bereich der gewohnlichen Mengen keine Losung besitzt. ]

In Satz 2.36(b) wurde nachgewiesen, daf} die fiir Anwendungen sehr wichtigen Men-
genreprasentationen der a-Schnitte von Extensionen ngS(le, ..., ln) im allgemeinen nicht
direkt aus den a-Schnitten der beteiligten Fuzzy-Mengen bestimmt werden kénnen. Ein
sehr einfaches Beispiel, das dies demonstriert, ist

ef
o:R—-R,  ¢x)= Iy,

r, falls x€]|0,1
were®). ue)={ e e
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~

mit [¢(u)]1 = {0,1} D ¢([u)1) = {1}.
Beschrinkt man sich allerdings auf die Betrachtung stetiger Funktionen ¢ und von oben

stetiger Fuzzy-Mengen p1, . .., ii,, so 1aBt sich in Satz 2.36(b) das Gleichheitszeichen
erreichen.

Satz 2.38 Es sei (i1, ft2, - - fn) € [Fo(IR)]™ und ¢ : R" — R eine stetige Abbildunyg.
Dann gilt:

Va € (0,1] Qg(,uly s tn)la = O([Halas - -+ [1n]a)-

Beweis:

Die Inklusionsrichtung ,,0¢ ist wegen Fr(R) € Fn(IR) eine triviale Folgerung aus
Satz 2.36(b). Zum Nachweis von ,,C* seien o € (0,1] und ¢ € R beliebig, aber fest
vorgegeben. Wir definieren

Xa(t) & {1, n) € R [ G(wr,. . wn) =t AV € {1,...,n} s @i € []a)

sowie

M) (min{pn (1), .-, (@)} | (@1s- . 20) € R*Ad(21, ..., 70) = L}

1. Fall: X,(t) # 0. Dann existiert ein (z1,...,2,) € X,(t) mit z; € [, fir
i=1,2,...,nund ¢(z1,...,x,) =t. Es gilt

te [Qg(ﬂla cotn)]a =t € O([Halas - [Hnla)-

2. Fall: X,(t) = (. Wegen

~

(D1 )l
{y € R | o, pa)(y) > )
= {y € R |sup{min{py (1), .., pin(x)} | (x1,...,2,) € R"
A d(x1,...,x,) =y} > a}
= {yeR|supM(y) > a}

muf sup M(t) > o sein, wenn t € [¢(py, . . . , pin)]a gilt.

Da wir X, (t) = 0 vorausgesetzt haben, ist m < « fiir alle m € M(¢). Also liegt mit
a ein Haufungspunkt von M (t) vor, d.h. es gibt eine streng monoton wachsende Folge
() ken von Elementen oy € M (t) mit klim ap = Q.

Die Eigenschaft a; € M(t) ist mit der Existenz von Tupeln (%, ..., 2%) € R" verbun-
den, die den Bedingungen ¢(z%,...,2%) = t und min{u(z}), ..., un(25)} = ay, also
auch (2%, ..., 2F) € X [fti]a, geniigen.

rrn

Laut Vereinbarung gilt (p1, . .., tn) € [Fo(IR)]™. Demnach haben wir es beziiglich 1],
fir ¢ = 1,...,n und £ € IN mit kompakten, also abgeschlossenen und beschréankten



2.5. Effizientes Operieren auf Fuzzy-Mengen 41

Mengen reeller Zahlen zu tun. Damit sind auch X, [ti]a, fiir ¥ € IN kompakt. Wir
schlieffen daraus, dafl die Folge ((x’f, . ,xk)>keN einen Haufungspunkt (xq,...,z,)

und insbesondere eine gegen (x1,...,z,) konvergente Partialfolge ((le’“, . ,xif))keN
besitzt. Aus der Kompaktheit von X_, [u]s fiir 8 € (0,1] ergibt sich

(xh R 73771) € ﬂ X?:l[/'bi]ak = X?:l[:ul]a
k=1

Die Funktion ¢ ist auf der Menge X, [ii]a, stetig.

Per definitionem und aufgrund der Inklusionsbeziehung [u;]a, 2 [
1t =1,...,n, erhalten wir hieraus

ke NN,

Ctk+1 )

lim (z%nq,...,2%n) = (z1,...,2,)
k—oo
= lim ¢(a%ny,...,2%ny = ¢(z1,..., 7).
k—o0

Fiir alle k € IN ist ¢(z¥, ..., 2%) = ¢, also auch ¢(xy,...,2,) =t und (zq,...

»Un n)

, Tn) €
X, (t). Das steht jedoch im Widerspruch zur eingangs getroffenen Annahme X, () = 0.
Folglich tritt nur der erste Fall ein, d.h., die Behauptung ist bewiesen. O

Wie aus Satz 2.38 hervorgeht, liegt der Vorteil der horizontalen Représentation von
Fuzzy-Mengen gegeniiber der vertikalen Représentation darin, daf} sie die Bestimmung
der Funktionswerte von Extensionen im Vergleich zur direkten Anwendung von De-
finition 2.30 im allgemeinen erheblich vereinfacht. Ein Nachteil ist ohne Zweifel, dafl
man aus praxisorientierter Sicht zwar den Funktionsterm der Zugehorigkeitsfunktion
einer Fuzzy-Menge im Rechner darstellen kann, normalerweise jedoch keine ihrer Men-
genreprasentationen. In Anwendungen wird man sich daher auf die Betrachtung einer
endlichen Anzahl von Niveaus beschréinken.

Fiir die Speicherung im Rechner und die Entwicklung effizienter Algorithmen zum
Operieren auf Fuzzy-Mengen eignen sich insbesondere die folgenden Unterklassen von
Fe(IR). Werden sie benutzt, so kann man in Satz 2.38 sogar auf die Stetigkeitsvoraus-
setzung fiir die Abbildung ¢ verzichten.

Definition 2.39 Die Fuzzy-Menge p € Fn(IR) gehort genau dann zur Klasse Fip, (R)
mit k € IN, wenn

(a) [plg = [plijr gilt fiir alle i € {1,2,...,k} und 3 € (%, i], und

(b) firallei € {1,2,...,k} ist die Menge 111 eine endliche Vereinigung abgeschlos-
sener Intervalle.

Satz 2.40 Aus k,n € IN, (p1,...,un) € [Fp,(R)]™ und ¢ : R" — R folgt

Va € (07 1] : [Qg(,ula e ;,un)]a = ¢([N1]aa ) [:un]a)'
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Beweis:

Eigenschaft (b) aus der Definition 2.39 wird nicht benéttigt. Mit (a) finden wir fir
jedes beliebig vorgewéhlte o € (0, 1] zwei Zahlen i, € {1,2,...,k} und &, > 0 mit «,

oa—¢, € (ial;l,%].

~

Sei y € [p(p1, ..., pn)]a- Dann gibt es ein Tupel (z1,...,2,) € R" mit ¢(p1, ..., fin)
= y und min{p (1), .., fln(T0)} > @ — 4. Damit ist (zy,...,2,) € X tilae. s
y € d([1)a—zas - -+ [Hn)a—e,) und folglich [@(ua, ..., pn)]a © d([t1la—za, - - - [Hn]a—c,)-

£o wurde so festgelegt, daB [;la = [ti]a—e, fiir i = 1,2,... n erfiillt ist, also auch

O([a-cas - - [Hnla—ca) = ([, - - -, [Hn]a)-
Wir verwenden schliefilich Aussage (b) von Satz 2.36 und erhalten mit

Cb([ul]a—eaa R [Mn]a—sa> = QSA([MI]aa R [MN]G)
(611, -+ s fan)]
¢([/L1]a—aa> ot [Mn]a—aa)

die zu beweisende Aussage. O

N 1N

Neben den Fuzzy-Mengen aus Fp, (IR), fiir die zum Beispiel im Programmsystem SOLD
(Statistics On Linguistic Data, vgl. Abschnitt 2.7) sdmtliche arithmetischen Grund-
operationen unterstiitzt und niveauweise ausgefithrt werden, ist oft auch die Klasse der
Fuzzy-Intervalle vom L-R-Typ zur Realisierung effizienter Berechnungen niitzlich.

Definition 2.41 FEs seien L, R : [0,00) — R zwei auf ihrem Triger streng monoton

fallende Funktionen mit der Figenschaft L(0) = R(0) = 1.

Fine Fuzzy-Menge p € Fr(R) heifft Fuzzy-Intervall vom L-R-Typ, wenn
My, My, l,r € IR mit My < My, I > 0 und r > 0 existieren, so dafs

L(*=2),  falls < M
w(r) =< R (ij?) ., falls x> M,
1, falls My < x < M,

fiir alle x € R erfiillt ist.

Beispiel 2.42 L : [0,00) — [0,1] und R : [0,00) — [0, 1] seien definiert durch

B 1—az, falls z€][0,1]
Liz) = { 0, sonst,

[ 1—z falls x€]0,1]
R(z) = { 0, sonst.

Zwei Fuzzy-Intervalle g und g/ vom L-R-Typ kann man durch ihre vier Parameter
charakterisieren, ndmlich

% = <M17M2JZ7T)7
W= (M7, MU,
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Die Addition von p und p ist direkt mit Hilfe der Parameter durchfiihrbar. Man erhélt

@ ' =(My + My, My + My L+, r+1'),

d.h.
1 MEMZE falls My M — 1 - < @ < My + M
2 (0) — 1 T falls My + My < o < Mo+ My + 7+
1, falls My + M] <z < My + M}
0, sonst.

Das Produkt und der Quotient von Fuzzy-Intervallen vom L-R-Typ fiithren allerdings
aus der hier betrachteten L-R-Klasse heraus. O

2.6 Zur Semantik von Fuzzy-Mengen

Bei der Entwicklung und Analyse neuer Konzepte wird von Mathematikern in der Regel
die axiomatische Vorgehensweise bevorzugt: Man wihlt eine geeignete mathematische
Grundstruktur, die dann erweitert und analysiert werden kann. So hat sich in Biichern
zur Wahrscheinlichkeitstheorie der Zugang iiber die Kolmogoroffschen Axiome und ihre
formale Einbettung in die Mafitheorie durchgesetzt. Einen dhnlichen Weg haben wir
bei der Einfithrung der klassischen Theorie der Fuzzy-Mengen beschritten und werden
ihn auch bei ihrer Begriindung iiber mehrwertige Logiken wéhlen.

Die Existenz zahlreicher verschiedener Interpretationen von Wahrscheinlichkeiten so-
wie die Schwierigkeiten bei der Akquisition insbesondere subjektiver Wahrscheinlich-
keiten zeigen jedoch, wie wichtig es ist, auch die Semantik der jeweils zu untersu-
chenden Konzepte deutlich zu machen. In den Arbeiten von de Finetti und Savage
[de Finetti74, Savage72] werden Wahrscheinlichkeiten von Konzepten wie Niitzlichkeit
und Préferenz abgeleitet. Derartige Konzepte geben subjektiven Wahrscheinlichkeiten
eine genaue Bedeutung und erlauben dadurch oft eine einfachere Akquisition. Ahn-
liche semantische Begriindungen fiir Fuzzy-Mengen finden sich in der Literatur noch
vergleichsweise wenig. Die am weitesten verbreiteten Anwendungen von Fuzzy-Mengen
beziehen sich auf die Modellierung von Priferenz, Unsicherheit und Ahnlichkeit.

So dienen Fuzzy-Mengen beispielsweise der Erweiterung klassischer Constraint-Satis-
faction-Probleme, indem sie Angaben zur Prdiferenz der Akzeptierbarkeit einzelner
Werte beziiglich der Constraints einbeziehen.

Ein anderes Anwendungsgebiet von Fuzzy-Mengen ist die Repréisentation vager In-
formation iiber existierende, im Falle vollstéandiger Information scharf beschreibbarer
Zusténde, wie sie etwa im Bereich der wissensbasierten Systeme auftreten. Fuzzy-
Mengen koénnen dann fiir Inferenzmechanismen und in ihrer epistemischen Interpre-
tation als Possibilitédtsverteilungen auch zur Quantifizierung der durch unvollstandige



44 Kapitel 2. Grundlagen der Theorie der Fuzzy-Mengen

Informationen induzierten Unsicherheit iiber den entsprechenden Zustand benutzt wer-
den. Auf diese Sicht von Fuzzy-Mengen wird ausfiihrlich in Kapitel 3 eingegangen.

Die dritte Modellierungsdoméine von Fuzzy-Mengen ist auf Ahnlichkeit und Ununter-
scheidbarkeit ausgerichtet. Elemente mit dem Zugehorigkeitsgrad 1 werden als prototy-
pisch aufgefaBt, niedrigere Zugehorigkeitsgrade quantifizieren die Ahnlichkeit zu diesen
prototypischen Elementen quantifizieren. Eine sehr wichtige Anwendung dieser Sicht
ist die Fuzzy-Regelung, die Gegenstand von Kapitel 4 sein wird.

Im folgenden untersuchen wir einfithrend zwei vielversprechende Ansétze zur Semantik
von Fuzzy-Mengen, die wir an spéterer Stelle benutzen werden.

Im ersten Ansatz dienen Fuzzy-Mengen zur komprimierten Darstellung impréziser, im
allgemeinen widerspriichlicher Informationen iiber einen unbekannten, jedoch existie-
renden Meflwert. Wir verwenden ein Modell, das auf einer Modifikation der Theorie
der zufilligen Mengen [Matheron75, Dempster68] basiert.

Im Gegensatz zu dieser epistemischen Interpretation von Fuzzy-Mengen beruht der
zweite Ansatz, den wir hier betrachten wollen, auf dem aus der Quantenphysik be-
kannten Problem, dafl die im obigen Beispiel sicherlich sinnvolle Annahme einer exakt
existierenden, aber nicht genau mefibaren Grofie nicht mit allen in der Natur zu beob-
achtenden Erscheinungen vereinbar ist. Eine Methode, die zur Beschreibung derartiger
Phénomene vorgeschlagen wurde, arbeitet mit Unschirfemengen [Ludwig90], bei denen
nicht unterscheidbare Gréflen zu einer Menge zusammengefafit werden. Wir verwenden
alternativ die Theorie der Gleichheitsrelationen, um zu einer genaueren Modellierung
solcher vagen Konzepte zu gelangen.

Man mufl Fuzzy-Mengen in beiden Ansétzen als induzierte Konzepte ansehen, abgelei-
tet aus anderen grundlegenderen Begriffsbildungen.

2.6.1 Interpretation vager Konzepte

Die grundlegende Annahme des im folgenden zu behandelnde Modell ist, dafl die Vag-
heit von Daten auf dem Vorhandensein mengenwertiger Informationen in einem System
konkurrierender Betrachtungskontexte beruht.

Beispiel 2.43 Vier Personen werden befragt, bei welchen Korpergrofien Frauen in
Braunschweig als , gro3“ bezeichnet werden konnen. Die durch die Antworten dieser
Personen erhaltenen Informationen sollen dazu benutzt werden, den linguistischen Wert
,groff“ in einer moglichst komprimierten Form zu représentieren. Das Ergebnis der
Befragung sei, dal die erste Person alle Frauen mit einer Koérpergrofie iiber 160 cm
fiir grof halt, die zweite alle iiber 165 cm, die dritte alle iiber 170 ¢cm und die vierte
alle iiber 180 cm, d.h., jede einzelne Person beschreibt das Konzept ,,grof3“ durch eine
Menge von Léngenangaben aus IR. O

In diesem Beispiel entsteht Vagheit dadurch, daf§ konkurrierende, eventuell sogar wi-
derspriichliche Angaben gemacht werden. Ist der Betrachter in der Lage, Préaferenzen
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zwischen den Befragten anzugeben und sie gegebenenfalls mit Mafizahlen zu bewer-
ten, so kann er eine verfeinerte Analyse durchfithren. Verhalten sich die Mafizahlen
wie Wahrscheinlichkeiten additiv, so liegt es nahe, den folgenden Begriff der zufilligen
Menge zu definieren.

Definition 2.44 Es sei (C,B(C), P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, X eine
beliebige nicht-leere Referenzmenge und I' : C'— P(X) eine mengenwertige Abbildung.
Das Paar (P,T') wird zufillige Menge genannt. Die Funktionswerte I'(c), ¢ € C,
bezeichnet man als die Fokalmengen von (P,T).

D.h., eine zuféllige Menge ist gewissermaflen eine mengenwertige Zufallsvariable, deren
Wertevorrat durch die Fokalmengen gebildet wird. Jedes Element ¢ € C' bezeichnen
wir als Kontext. Es kann sich bei ¢ wie im obigen Beispiel um eine befragte Person,
allgemeiner um fiir die konkrete Anwendung zu unterscheidende Sicht handeln. Das
Wabhrscheinlichkeitsmafl P : B(C) — [0, 1] wird hier ausschlieBlich dazu verwendet,
Gewichte von Kontexten zu modellieren. Eine frequentistische Interpretation des Maf3-
raumes (C, P(C), P) ist nicht gefordert, insbesondere auch nicht ein zugrunde liegendes
Zufallsexperiment mit Ausgéingen aus C. Das Festlegen der Gewichte kann sich aber
dennoch an frequentistischen Verfahren orientieren. Fiir ¢ € C' enthélt I'(c) genau die-
jenigen Elemente der Referenzmenge X, die aus der Sicht des Kontextes ¢ fiir moglich
gehalten werden.

Beispiel 2.43 (Fortsetzung) Jede der vier befragten Personen stellt einen ,, Kontext*

dar, d.h., wir definieren C' 2 {c1, ¢2,¢3,¢4}. Da keine Priferenzen angegeben worden
sind, wihlen wir P({¢;}) = 0.25, i« = 1,2,3,4. Die Abbildung T" : C' — P(R) wird
durch ¢; — (160, 00), ¢z — (165, 00), ¢3 +— (170, 00) und ¢4 — (180, 00) festgelegt.

Die Frage, ob eine Frau in Braunschweig mit einer Kérpergrofie von 168 cm als grof3 zu
bezeichnen sei, ist offenbar in den Kontexten ¢; und ¢; mit ,,ja,* in ¢3 und ¢4 jedoch mit
,hein® zu beantworten. Die zusammenfassende Antwort ,,In zwei von vier Kontexten
ist sie groB“ kann als hinreichend angesehen werden. Diese Informationskompression
148t sich fiir jede einzelne Léngenangabe durchfiihren, indem man jedem Wert z € IR

das Gewicht " c (o))
cE z eI (c
]C‘ - Z P({C})

ceC:zel(c)

der ihn bestétigenden Kontexte zuordnet und in Form eines verallgemeinerten Histo-
gramms notiert (siche Abbildung 2.13).

Formal entsteht eine Fuzzy-Menge ur : IR — [0, 1], jedoch hat ur eine fest vorgegebene
Bedeutung. O

Im allgemeinen kann man fiir jede zufillige Menge (P, T") auf analoge Weise eine der-
artige komprimierte Darstellung finden. Sie wird auch Konturfunktion von I' genannt.
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1 Hr
0.75
0.5 —
0.25 _
160 165 170 180

Abbildung 2.13: Durch die zufillige Menge (P,T") induzierte Fuzzy-Menge

Definition 2.45 Ist (P,I') mit ' : C' — B(X) eine zufillige Menge, so heifit
Hr - R — [07 1]7
r — PH{ceC|zel(c)})

die Konturfunktion von I'.

Man beachte, dal in diesem Ansatz nicht angenommen wird, daf§ die Mengen I'(c)
geschachtelt sind, d.h. daf fir alle ¢, € C entweder I'(¢) C I'(¢/) oder T'(¢/) C I'(c)
gilt.

Interpretiert man eine Fuzzy-Menge als Konturfunktion gibt es natiirlich eine Vielzahl
von Akquisitionsmethoden, die auf statistischen Verfahren beruhen. Ein entscheidender
Vorteil dieser Interpretation ist darin zu sehen, daf sie die Verwendung einiger in der
Praxis fiir den Durchschnitt und die Vereinigung benutzten t-Normen bzw. t-Conormen
zu begriinden vermag;:

Es seien (P,I';) und (P,T'3) zwei zuféllige Mengen beziiglich des gemeinsamen endli-
chen Kontextmafiraumes (C,B(C), P). Die kanonische Erweiterung der Operationen
Schnitt, Vereinigung und Komplement auf zuféllige Mengen erhélt man dadurch, daf3
man die mengenwertigen Funktionswerte I';(¢), I'y(c) fiir jeden Kontext ¢ € C' unter
Anwendung der entsprechenden mengentheoretischen Operationen verkniipft.

Definition 2.46 Es seien (P,T'1) und (P,I'y) mit I'1,Ty : C' — P(X) zufillige Men-
gen.

(a)  (P,T1)N(P,Ty) L (P NTY),

I'hNly: C— P(X), c— I'i(c)NTy(c) (Durchschnitt),
(b)  (P,T1)U(P,Ty) £ (PT,UTY),

Luly: C — P(X), c—T'(c) UTy(c) (Vereinigung),
(c) (PT) = (PTy),

I : O — P(X), c— I'y(c) (Komplement).
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Satz 2.47 Beziiglich der von den in Definition 2.46 angegebenen zufilligen Mengen
induzierten Konturfunktionen gelten fiir alle x € X die folgenden Beziehungen:

(a) maX{O’MF1<m)+MF2(‘r) _1} < FLT10F2(J:) < min{ﬂn(@#m(@h
(b) maX{MFl(x)’”Fz({E)} < MF1UF2($) < min{lvﬂr1(x)+,urz(w)}a

(¢) pr,(x) =1 = pr, (2).

Beweis:

(a> max {O, Hry <x> + Hr, (.13) - 1}
max{0,1 — ((1 — pr,(2)) + (1 — pr,(x)))}

< 1-P({eeC|z¢Ih(e)Vad Ty}

= P{ceClzeli(c)nzelyc)})

= P({c e(C)* |z € (TiNTy)(c)})

=  Hrinre\T

< min{P({ceC|zeTi(c)}),P({ceC|zeTs(c)})}

min { pp, (), pr, ()},

(b) max {ur, (2), pr, ()}
max {P({c € C' |z €T1(c)}), P{c € C |z € T1(c)})}

< pryurs ()
= P({ceClze(I'huly)(c)})
= P{{ceC|zeTi(c)VaeeTlye)})
< min{P({ceC|zeTli(c)})+P{ceC|zxeTy(c)}),1}
= min{ﬂfl(x)_'_,uFQ(x)?l}?
(¢) pr()

P({ce C |z eTi(c)})
1—P({ceC|zely(e)})
1 _MF1(x>' a

Interpretiert man Fuzzy-Mengen als Konturfunktionen, so sagt der vorhergehende Satz
aus, dafl man nur auf der Grundlage der Zugehorigkeitsfunktion nicht zu einer ein-
deutigen Festlegung von Durchschnitt bzw. Vereinigung kommt, sondern aus einer
Menge von Moglichkeiten wéhlen kann, die den Einschrankungen von Satz 2.47 un-
terliegen. Um trotzdem zu einer begriindeten eindeutigen Verkniipfungsfunktion fiir
Fuzzy-Mengen zu gelangen, sind zumindest , qualitative® Informationen iiber die Be-
legung (die Fokalmengen) der Kontexte erforderlich. So l&t sich Beispiel 2.20 aus
Abschnitt 2.3 leicht im Rahmen des angesprochenen Kontextmodells deuten.
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2.6.2 Interpretation vager Umgebungen

Im Gegensatz zum Kontextmodell gehen wir im zweiten hier zu untersuchenden Ansatz
davon aus, dafl Vagheit durch die Nicht-Unterscheidbarkeit gewisser Objekte beziiglich
einer vorgegebenen Betrachtungsumgebung begriindet ist. Um zu einer angemessenen
Formalisierung zu gelangen, beginnen wir mit der axiomatischen Einfiihrung des in
diesem Zusammenhang wichtigen Gleichheitsbegriffs.

Definition 2.48 FEs sei T eine t-Norm. Eine Abbildung E : X x X — [0,1] heifst
Gleichheitsrelation beziiglich T, wenn sie die Eigenschaften

(a) E(z,z)=1 (Reflezivitdt),
(b) E(x,2')=E, x) (Symmetrie),
(c) T(E(x,2),E(x, ")) < E(x,z") (Transitivitdt),

besitzt.

Der Wert E(x,z') wird als der Akzeptanzgrad interpretiert, mit dem = und 2’ als gleich
bzw. nicht unterscheidbar angesehen werden.

Das einfachste Beispiel fiir eine Gleichheitsrelation ist die gewohnlichen Gleichheit auf
X, namlich

1, fallsz =2
E(x,a:’) - { 0, sonst.

Die beiden folgenden Beispiele motivieren die Verwendung von Gleichheitsrelationen
beziiglich der t-Normen T ,;, und Tguka-

Beispiel 2.49 Es sei X eine Menge von Objekten, die durch Milchglasscheiben be-
trachtet werden. Die Scheiben haben verschiedene Dicken, denen Maflzahlen zwischen 0
und 1 zugeordnet sind (zu dieser Interpretation von vagen Daten siche auch [Kruse91lal).
Seien x,y € X zwei Objekte. Wir betrachten zunéchst das isolierte Objekt x durch eine
Milchglasscheibe der Dicke . Danach betrachten wir das isolierte Objekt y durch eine
Scheibe gleicher Dicke. Wenn wir nun nicht entscheiden konnen, ob wir zwei verschie-
dene Objekte z und y oder aber zweimal dasselbe Objekt x betrachtet haben, sagen
wir, daf  und y a-identisch sind (« € [0, 1]). Wir definieren

E(z,y) = sup{l — a | z und y sind a-identisch},

wobei sup ) = 0. Offensichtlich gilt E(x,x) =1 und E(z,y) = E(y, z). Seien nun 2 und
y a-identisch und seien y und z (-identisch. Auerdem sei v = max{«, f}. Da v > «
gilt, sind  und y ~v-identisch. Das gleiche Argument kann auf y und z angewendet
werden. Das bedeutet, dafl, wenn wir x, y, und 2z durch eine Milchglasscheibe der Dicke
v betrachten, wir weder  von y noch y von z unterscheiden kénnen, woraus folgt,
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T T

Abbildung 2.14: Zwei Schwarz-Weif3-Bilder

daBl wir auch z nicht von z unterscheiden kénnen. Mit anderen Worten, x und z sind
~v-identisch. Folglich erhalten wir
E(z,z) = sup{l —~ |2 und z sind 7-identisch}
> sup{l — v |  und y sind y-identisch und
y und z sind vy-identisch}

v

sup {1 — max{«, 5} | z und y sind a-identisch und
y und z sind [-identisch}

= sup{min{l — «,1 — §} | x und y sind a-identisch und
y und z sind [-identisch}
= min{E(z,y), E(y, 2)}

Das heifit, E ist eine Gleichheitsrelation beziiglich der t-norm T ;. O

Beispiel 2.50 Es sei X eine Menge von Schwarz-Wei3-Bildern auf Quadraten mit der
Seitenlédnge 1 (wie z.B. in Abbildung 2.14).

Wir setzen voraus, daf$ fiir jedes Bild = die Menge S(z) C [0, 1]? der schwarz geféirbten
Punkte eine (Borel-)mefbare Teilmenge des Einheitsquadrates ist. Wir definieren

Ey(z,2') = m[{(s,t) €[0,1*| (s,1) € (S(x) N S(z'))
([0, 1] — (S(x) U S(=))}]

wobei m das Borel-Mafl auf dem Einheitsquadrat ist.

Der Akzeptanzgrad Es(x,2’) fiir die Gleichheit zweier Bilder « und 2’ sei das Mafl der
Menge der Punkte, auf denen die beiden Bilder iibereinstimmen.

Offenbar gilt wieder Ey(z,x) = 1 und Ey(x,2’') = Es(2’, x). AuBlerdem erfiillt Ey die
Ungleichung
Ey(x,2') + Eqy(2',2") — 1 < Ey(w,2"),

so dafl Fs eine Gleichheitsrelation beziiglich der t-Norm Ty, .. ist. O
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Beispiel 2.51 In der Physik und in den Ingenieurwissenschaften stellt sich héufig das
Problem, MeBfehler in die Modellierung einzubeziehen. Der einfachste Ansatz besteht
darin, statt des MeBwertes z das Intervall [zg — &,z + €] anzugeben. Dabei ist € > 0
eine Schranke, die festlegt, wie hoch der Meffehler maximal sein kann. Bei einer fest
vorgegebenen (Mef3-)Fehlerschranke ¢ kann der wahre Wert a:((]wahr) bei gemessenem
Wert zy jeder Wert aus dem Intervall [zg — &, x0 + €] sein. Man identifiziert also alle

Werte dieses Intervalls. Wir betrachten daher die Relation
R.={(z,y) e R?| |z —y| < e} (2.28)

Im Falle der Messung zo gilt dann fiir den wahren Wert 23" daB (z0, 2"*") € R.
erfiillt ist. R, ist eine reflexive und symmetrische Relation. R, ist nicht transitiv. Wére
R. transitiv, lige es nahe, anstelle von R die Quotientenmenge R /R, zu betrachten,
in der aufgrund des Mef}fehlers nicht unterscheidbare Werte identifiziert werden. Die
Nicht-Transitivitat der Relation R, bedeutet: Obwohl a und b beziehungsweise b und ¢
aufgrund der Meflungenauigkeit nicht unterscheidbar sind, also [a—b| < e und |b—¢| < ¢
gilt, kann @ von ¢ unterschieden werden, d.h. |a — ¢| > e. Dieses Phénomen, das der
Situation ,a = b,“ ,,b = ¢, aber ,a # ¢* entspricht, wird Poincaré-Paradoron genannt
[Poincaré02, Poincaré04].

Wir betrachten nun fir jede Meffehlerschranke e € [0, 1] die Relation R, und definieren
die Abbildung

E:RxR — [0,1], 2.20)
(x,y) — 1—inf{e €0,1]| (z,y) € R.} '

mit inf @ < 1.
Offenbar ist E eine Gleichheitsrelation beziiglich der t-Norm Ty, und es gilt fiir alle
e €[0,1]:

(x7y)ER€ < E(x7y>21_5

Auflerdem folgt [xg—¢,z0+¢] = {x € R | E(xg,2z) > 1—¢}. In diesem Sinne beschreibt
eine Gleichheitsrelation, welche Identifikationen wir vorzunehmen haben, wenn wir mit
der Meffehlerschranke ¢ € [0, 1] messen. Ist eine Gleichheitsrelation E auf X gegeben
und betrachten wir den Punkt xy € X, entspricht die Menge {z € X | E(x¢,x) > 1—¢}
der Menge der Punkte, die bei der MeBfehlerschranke € von zy nicht zu unterscheiden
sind. Entsprechend enthélt die Menge

RE = {(z,9) € X x X | E(x,y) > 1 —¢} (2.30)

alle Paare (z,y), die bei der Mefifehlerschranke e nicht unterscheidbar sind. a

Beispiel 2.52 In Beispiel 2.51 haben wir die Gleichheitsrelation untersucht, die durch
die Standardmetrik auf R induziert wird. Diese Metrik ist nicht immer angemessen, da
sie keine Skalierungsfaktoren beriicksichtigt. Wenn wir zum Beispiel berechnen wollen,
zu welchem Grad das Alter zweier Personen gleich ist, so hingt das Ergebnis davon
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ab, welche Einheit (Jahre, Monate, Tage, usw.) wir zur Messung des Alters benutzen.
Um diesen Nachteil auszugleichen, fithren wir einen Skalierungsfaktor ¢ > 0 ein und
definieren die Gleichheitsrelation E(©):

E9(z,2") =1—min{|c-z —c-2'|,1}. (2.31)

Abhéngig von der verwendeten Mafeinheit wihlen wir dann einen passenden Skalie-
rungsfaktor c. O

Beispiel 2.53 In einigen Anwendungen ist es sinnvoll, die Idee eines Skalierungsfak-
tors, wie sie in Beispiel 2.52 vorgestellt wurde, zu modifizieren. Nehmen wir an, wir
betrachten Werte aus dem reellen Intervall [a, b] (als Grundlage fiir unsere vage Umge-
bung). Anstelle eines einzigen Skalierungsfaktors fiir alle Werte kann man auch je nach
Bereich verschiedene Skalierungsfaktoren angeben.

Eine vage Umgebung, induziert durch ein MeBinstrument, das im Bereich [—1,1] C
[a, b] mit hoher und auBerhalb dieses Bereiches mit geringer Genauigkeit arbeitet, kann
beschrieben werden, indem man etwa den Skalierungsfaktor 3 im Bereich [—1, 1] und
den Skalierungsfaktor 0.5 auflerhalb wihlt. Dadurch vergroBern wir das Intervall [—1, 1]
um den Faktor 3 und verkleinern die Intervalle [—1,a] und [1, ] um den Faktor 2 (d.h.
wir , vergrofern sie um den Faktor 0.5). Wir illustrieren dieses Verfahren durch ein
Beispiel: Sei ¢ = —3 und b = 5. Um den Abstand zwischen zwei Elementen x, 2’ €
[—3, 5], zu ,messen,“ bilden wir das Intervall [—3, 5] (stiickweise linear) auf das Intervall
[0,9] ab, wobei [—3,—1], [-1,1], [1,5] linear abgebildet werden auf [0, 1], [1,7] bzw.
[7,9]. Diese stiickweise lineare Transformation ist durch die Abbildung

f: =35 — [0,9],
0.5 (x + 3), falls -3 <z < -1
T 3 (x+1)+1, falls —1<z< 1
05-(x—1)+7, fals 1<z< 5.

gegeben. Die Gleichheitsrelation auf [—3, 5], die durch diese Transformation induziert
wird, ist definiert durch

E: [-3,5] x [-3,5] — [0,1],
(x,2") — 1—min{|f(z)— f(2")], 1}

Diese Gleichheitsrelation modelliert die vage Umgebung, die durch das Meflinstrument,
das im Bereich [—3, 5] nicht iiberall mit der gleichen Genauigkeit mifit, induziert wird.
Die Gleichheitsrelation spiegelt somit Ununterscheidbarkeit wieder.

Folglich ist es sinnvoll, Gleichheitsrelationen zur Représentation von Ahnlichkeit einzu-
setzen. Wenn wir z.B. die Raumtemperatur regeln wollen, kénnen wir ein Thermometer
mit einer gewissen Mefgenauigkeit fiir Temperaturen zwischen 0° C und 35° C verwen-
den. Aber fiir unsere Zwecke sind wir auf den genauen Wert fiir eine Temperatur unter
15° C oder iiber 27° C nicht angewiesen, da wir diese Temperaturen als viel zu kalt
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oder viel zu warm ansehen, so dafl wir den Raum so stark wie moglich heizen bzw.
kiithlen miissen. Temperaturen zwischen 15° C und 19° C oder zwischen 23° C und 27°
C werden zwar auch als zu kalt oder zu warm angesehen, aber es sollte mafivoll geheizt
oder gekiihlt werden. Fiir Temperaturen zwischen 19° C und 23° C sind wir dagegen
an genaueren MefSwerten interessiert, da diese Temperaturen nahe am optimalen Wert
liegen und eine Anpassung daher sehr vorsichtig erfolgen mufl. Diese vage Umgebung
kénnen wir durch die Transformation

f:10,35] — [0,8],
0, falls 0<x <15
0.25 - (x — 15), falls 15 <z <19
T 1.5 - (z—19)+1, falls 19 <z <23
025 (z —23)+7, falls 23 <z <27
8, falls 27 <z < 35,

beschreiben, die zu der Gleichheitsrelation E(z,z') =1 — min{|f(x) — f(z')|,1} fiihrt.
O

Beispiel 2.54 In Beispiel 2.53 haben wir vage Umgebungen untersucht, in denen wir
verschiedenen Intervallen Faktoren ¢ > 0 zuordneten. Ein Skalierungsfaktor ¢ > 1 fiir
ein Intervall bedeutet, dafl wir dieses Intervall ,,durch ein VergroBerungsglas betrach-
ten® und daher ist die Ununterscheidbarkeit oder Ahnlichkeit der Werte aus diesem
Intervall gering. Im Gegensatz dazu bedeutet ein Skalierungsfaktor ¢ < 1, dal die
Werte dieses Intervalls von groBer Ahnlichkeit oder Ununterscheidbarkeit sind. Wir
betrachten nun einen allgemeineren Ansatz, in dem wir jedem Element unserer vagen
Umgebung einen eigenen Skalierungsfaktor zuordnen, der die Vergroferung angibt, mit
der wir die Nachbarschaft dieses Elementes betrachten. Wenn das Intervall [a, b] die zu-
grundeliegende Menge unserer vagen Umgebung ist, konnen wir diese Idee durch eine
Abbildung ¢ : [a,b] — [0, 00) realisieren. Unter der Voraussetzung, da§ die Abbildung
¢ integrierbar ist, ist die zugehorige Transformation durch

fila,b] — [0,00),
r = /mc(t)dt.

gegeben. Wieder erhalten wir die Gleichheitsrelation, die unsere vage Umgebung be-
schreibt, durch

E:[a,b] x [a,0] — [0,1],
(z,2) = 1 —min{|f(z) = f(2)], 1}

= 1—min{ ,1}.
O

/ c(x)dx

T

Die Ununterscheidbarkeit, die durch Gleichheitsrelationen induziert wird, sollte bei
mathematischen Konzepten in dem Sinne beriicksichtigt werden, dafl Elemente mit
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hohem Gleichheitsgrad zu dhnlichen Resultaten fithren bzw. sich dhnlich verhalten.
Diese Extensionalitéitsforderung erlautern wir im folgenden anhand der Relation €
(,,ist Element von*) und dem Begriff der Abbildung.

Definition 2.55 Es sei E eine Gleichheitsrelation auf X beziiglich der t-Norm T.
FEine Fuzzy-Menge p von X, die die Bedingung

T(u(z), E(z,y)) < u(y) (Extensionalitit)

erfillt, heifst extensional.

Extensional sind nur solche Fuzzy-Mengen von X, die die Gleichheitsrelation in dem
Sinne respektieren, dafl zwei gemé&fl der Gleichheitsrelation dhnliche Objekte nicht er-

heblich voneinander abweichende Zugehorigkeitsgrade in bezug auf die Elemente von
X haben diirfen.

Besonders einfache extensionale Fuzzy-Mengen sind die sogenannten Singletons fi,,
mit fest gewéhltem zy € X und

P () o E(x,zy), r e X.

Die Fuzzy-Menge u,, ist die kleinste extensionale Fuzzy-Menge, fir die i, (z9) = 1
gilt, falls T stetig ist.

Beispiel 2.56 Essei X =R, 0 : RxR — R, (z,y) — |z — y| die Standardmetrik
auf IR sowie Ej die von ¢ beziiglich der -Norm Ty . induzierte Gleichheitsrelation:

Es(z,y) < 1 — min{d(x,y),1}.
In diesem Fall besitzt das Singleton ., die Zugehorigkeitsfunktion
fao () =1 —min{|zo — x|, 1},

ist also die in Abbildung 2.15 angegebene Dreiecksfunktion.

Wenn wir eine Fuzzy-Menge als Singleton sehen und wenn wir annehmen, dafl die
zugehorige Gleichheitsrelation durch eine Skalierungsfunktion wie in Beispiel 2.54 in-
duziert wird, dann erhalten wir folgende Interpretation von Zugehorigkeitsgraden: Die
erste Ableitung einer Fuzzy-Menge im Punkt x bestimmt den Skalierungsfaktor oder
die Unterscheidbarkeit in der Nachbarschaft von x. O

Nicht nur einzelne Elemente von X induzieren beziiglich einer Gleichheitsrelation
Fuzzy-Mengen in Form von Singletons. Zu jeder Teilmenge von X kann die kleinste
extensionale Fuzzy-Menge assoziiert werden.
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Abbildung 2.15: Das von xy induzierte Singleton

Definition 2.57 FEs sei E/ eine Gleichheitsrelation auf X beziiglich der stetigen t-Norm
T. Die extensionale Hiille der Menge M C X st die Fuzzy-Menge

par s X —[0,1], x — sup{FE(x,2") | 2’ € M}.

s ist die kleinste extensionale Fuzzy-Menge, fiir die Vo € M : puy(x) = 1 gilt. Defini-
tion 2.57 beschreibt, wie Fuzzy-Mengen aus gewohnlichen Mengen entstehen kénnen.
Ist die Menge X mit einer Gleichheitsrelation versehen, die die Ununterscheidbarkeit
von Elementen von X etwa im Sinne der Beispiele 2.49 oder 2.50 darstellt, 148t sich eine
scharfe Menge aufgrund dieser Ununterscheidbarkeit nur als Fuzzy-Menge beobachten.

Beispiel 2.58 Wir gehen von derselben Gleichheitsrelation auf IR aus wie im Bei-
spiel 2.56. Es sei M = [a, b] ein Intervall. Die extensionale Hiille von M ist durch eine
Trapezfunktion gegeben (siehe Abbildung 2.16).

1, falls «a <zx<b
r—a+1, falls a—1<z<a
P =N o1 falls b <z <b4l
0, sonst. 0

Durch die Betrachtung von extensionalen Fuzzy-Mengen beriicksichtigt man die durch
eine Gleichheitsrelation induzierte Ununterscheidbarkeit von Objekten. Auch Abbil-
dungen zwischen Mengen, auf denen Gleichheitsrelationen vorgegeben sind, sollten
diese Gleichheitsrelationen respektieren.

Definition 2.59 FEs seien E und F Gleichheitsrelationen auf den Mengen X bzw. Y.
Fine Abbildung ¢ : X — Y heifit extensional beziiglich E und F, wenn die Bedingung

E(z,2") < F(¢(x), ¢(2"))
erfillt ist.
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Abbildung 2.16: Die extensionale Hiille des Intervalls [a, 0]

Die Extensionalitit einer Abbildung ¢ bedeutet, daf§ der Gleichheitsgrad der Bilder
zweier Elemente unter ¢ mindestens so grof ist wie der Gleichheitsgrad der Elemente
selbst. Daraus folgt, daf§ die Bilder zweier Elemente nicht besser unterschieden werden
konnen als die Originale.

Beispiel 2.60 Wir interpretieren die Gleichheitsrelationen im Sinne des Beispiels 2.51
und wollen untersuchen, was die Extensionalitit einer Abbildung ¢ : X — Y bedeutet.
Auf X und Y seien die Gleichheitsrelationen E bzw. F' gegeben.

¢ ist extensional <= Vz,2’' € X : E(x,2") < F(é(x), p(z'))
— Vr,2' € X,Ve € [0,1] :
(E(z,2) 21 —e = F(¢(x),¢(z")) 21 —¢)
— Vz,2' € X,Ve € [0,1]:
((z,2") € R = (6(2), (")) € R)
— VYee[0,1]: (¢ x ¢)(RE)) C RE).

Die Extensionalitdt von ¢ besagt also, dal ¢ MeBfehlerschranken-erhaltend ist, d.h.,
sind x und 2’ in X bei einer MefBfehlerschranke von e nicht unterscheidbar, sind auch
¢(z) und ¢(2') in Y bei derselben MeBfehlerschranke nicht unterscheidbar. O

Betrachten wir das kartesische Produkt X x Y zweier Mengen X und Y, auf de-
nen die Gleichheitsrelationen E und F' gegeben sind, stellt sich die Frage nach einer
Gleichheitsrelation auf der Menge X x Y. Der folgende Satz zeichnet eine bestimmte
Gleichheitsrelation als kanonisch aus.

Satz 2.61 Es seien Ey, Es, ..., E, Gleichheitsrelationen beziiglich der t-Norm T auf
den Mengen X1, Xs, ..., X,. Wir definieren
E: (Xix...xX,)? — [0,1],
((Ila s 7'1;71)7 (y17 s 7yn)) = min{El(xlyyl)v s 7En(xn7 yn)}
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Dann gilt:
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(a) E ist eine Gleichheitsrelation beziiglich dert-Norm T auf der Menge X1 x...xX,,.

(b) Fiir allei € {1,...,n} ist die Projektion m; : X X ... x X, — X},
(1, ...,2,) — x; extensional beziiglich E und E;.

(c) Ist E' eine Gleichheitsrelation beziiglich T auf X1 X ... x X,,, so daf$ alle Projek-
tionen m; (i = 1,...,n) extensional sind, so folgt E' < E.

Beweis:

(a) Offenbar erfiillt £ die Bedingungen (a) und (b) aus Definition 2.48. Fiir die
Bedingung (c) benétigen wir die Monotonie von T:

T(E(x1, - xn), (s Un))s E((yay -y Yn)s (21,05 20)))
= T(min {Ei(zi,y:)}, min {Ei(yi, z)})

< ._IIllinn{T(Ei(l‘i,yi)aEi(yiazi))}

= E((x1,...,2n), (21, ., 20))-
(b> E(<x17 7$n)7(y1’ 73/71)) = min {EJ(:CJ??JJ)}

= Ei(mi(z,. . 20), mi(y1, -, 40))-
(c) Wegen der Extensionalitit der Projektion m; beziiglich E' und E; folgt fiir alle
1=1,...,n
E/((xh o 7In)7 <y17 SR 7yn)) < El(x“yl)
und daher

E'((x1,-mn), (Y1, un)) < Hllinn{Ei(:Ui, vi)}

i=1,...,

= E((xlw"axn)?(yla"'7yn))’ O

Satz 2.61 zeigt, dafl E die grobste Gleichheitsrelation auf X7 x ... x X, ist, bei der alle
Projektionen extensional sind.

Die besprochenen Grundlagen der Gleichheitsrelationen werden in Abschnitt 4.4 im Be-
reich der Fuzzy-Regelung angewandt. Es mufl betont werden, dafl besonders in Anwen-
dungen, in denen reelle Zahlen als Mefwerte auftreten, Gleichheitsrelationen beziiglich
der t-Norm Ty, die zentrale Rolle spielen, da sie gut geeignet sind, um Ungenauigkei-
ten oder Ununterscheidbarkeiten in der Art der Beispiele 2.51 und 2.60 zu modellieren.
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Tabelle 2.1: Die Wahrheitswerttabelle fiir die Konjunktion
2.7 Fuzzy-Logik

Die in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Konzepte fiir Fuzzy-Mengen
beruhen allein auf der Annahme, da§ die Beziehung ,ist Element von“ (€) nicht nur
wahr oder falsch sein, sondern beliebige Werte aus dem Einheitsintervall annehmen
kann. Fafit man € als zweistelliges Pradikat auf, so wird in der Theorie der Fuzzy-
Mengen die Forderung, daf einer Aussage einer der beiden Wahrheitswerte wahr oder
falsch zugeordnet werden muf}, nicht an das Priadikat € gestellt. Alle anderen Aussa-
gen und Priadikate — zum Beispiel die Gleichheit — bleiben jedoch zweiwertig. Als
Grundlage der Mengenlehre dient die klassische Pradikatenlogik erster Stufe. Ersetzt
man die klassische zweiwertige Logik durch eine mehrwertige Logik, ergeben sich nicht
nur fiir das Priadikat € mehr als zwei mogliche Wahrheitswerte. Léf3t man anstelle der
Wahrheitswerte w fiir wahr und f fiir falsch das Einheitsintervall [0,1] als Menge der
Wahrheitswerte zu, konnen logische Konnektive wie A (und), V (oder), — (Implika-
tion), < (Biimplikation) oder = (Negation) nicht mehr in Form einer Tabelle wie in
Tabelle 2.1 beschrieben werden.

Mit jedem logischen Konnektiv wird eine Abbildung [0, 1]? — [0, 1] (bzw. [0,1] — [0, 1]
fiir die Negation) verbunden, mit deren Hilfe der Wahrheitswert einer zusammenge-
setzten Aussage aus den Wahrheitswerten der atomaren Aussagen bestimmt werden
kann.

Mit den t-Normen und den ¢-Conormen haben wir bereits Auswertungsfunktionen fiir
Konjunktionen und Disjunktionen kennengelernt. Tabelle 2.2 gibt einige Beispiele fiir
Implikationen wieder. Dabei bezeichnet [¢] € [0, 1] den Wahrheitswert der Aussage ¢.

Fiir die Negation wird meistens [-¢] = 1 — [¢] verwendet. Die Biimplikation hangt im
allgemeinen von der Implikation ab:

[o =] = [l —=v)A@R— )]

In dieser Gleichung ist auch die Konjunktion vorhanden. Setzen wir aber voraus, dafl
fiir die Implikation

[l <[¥] = lp—v]=1

gilt, folgt [ — ¥] =1 oder [ — ¢] = 1. Wird die Konjunktion mittels einer t-Norm
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Name [ — ]
Lukasiewicz min{1 — [o] + [«], 1}
. 1, falls o] < [¢]

Godel { [6], sonst

1, falls [¢] =0
Goguen { min{1, %}7 sonst
Kleene-Dienes | max{1 — [¢], [+]}
Zadeh max{1 — [¢], min{[¢], [+']}}
Reichenbach 1 =[] + [¢] - [¥]

Tabelle 2.2: Einige Auswertungsfunktionen fiir Implikationen

T ausgewertet, erhalten wir

[¢ < ¢1 = min{[e — ¥, [ — ¢}

unabhéngig von T.

Ahnlich wie in der klassischen Logik lassen sich logische Konnektive durch andere
Konnektive ausdriicken. In Abschnitt 2.3 haben wir bereits gesehen, dafi man durch

[ VYl = [~(=p A =)]

die zu T duale ¢t-Conorm fiir die Disjunktion V erhélt, wenn zur Konjunktion A
als Auswertungsfunktion die ¢-Norm T assoziiert wird und die Negation — mittels
[-¢] = 1 — [¢] definiert ist. Jedoch konnen Ausdriicke, die in der klassischen Lo-
gik dquivalent sind, zu verschiedenen Definitionen fithren, wenn das Einheitsintervall
als Wahrheitswertemenge zugrunde gelegt wird. So ergeben sich mit der Lukasiewicz-
Implikation zwei verschiedene Disjunktionen:

[ V1] = [~¢ — 9] = min{[e] + [¢], 1}, (2.32)
[ V2] = [~ = (¢ = @)] = max{[«], [¢]}. (2.33)

In der klassischen (zweiwertigen) Logik sind die Formeln —¢ — ¢ und —¢ — =(¢) —
¢) dquivalent zur Disjunktion von ¢ und 1. Wéhrend in der klassischen Logik die
Implikation dquivalent mit Hilfe der Negation und der Disjunktion dargestellt werden
kann, 148t sich die Lukasiewicz-Implikation nur mit der Negation und der Disjunktion
(2.32), aber nicht mit der Disjunktion (2.33) ausdriicken.

Eine Standardtechnik, um eine Implikation aus einer ¢-Norm zu erzeugen, ist die Resi-
duenbildung.
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Definition 2.62 Sei T eine stetige t-Norm. Eine Abbildung R : [0, 1] x [0,1] — [0, 1]
heifst Residuum von T, wenn die Bedingung

T(a,0) <ye a< R(B,7) (2.34)

erfillt ist.

Satz 2.63 Sei T eine stetige t-Norm. Dann gibt es genau ein Residuum wvon T,
namlich
T:00,1] x[0,1] — [0,1],
(8,7) = sup{a €0,1]| T(a,B) <~}

Beweis:

Zuerst zeigen wir, daf3 T ein Residuum ist. Aus T(a, B) < 7 schliefen wir gemaf der
Definition von T die Ungleichung —T—(ﬂ, v) > a. Wenn andererseits o < jl—(ﬂ, 7v) gilt, so
erhalten wir wegen der Stetigkeit und Monotonie von T die Ungleichung T («, ) < 7.
Folglich ist T ein Residuum von T.

Wenn R ein anderes Residuum von T ist, gilt fiir alle a € [0,1]: o < jl’(ﬁ,v) &
T(a, ) <v< a < R(f,7), und damit T =R O

Wegen der Eindeutigkeit des Residuums, die in Satz 2.63 bewiesen wurde, bezeichnen
wir im folgenden das Residuum der stetigen ¢-Norm stets mit T.

Eine ¢-Norm représentiert eine Wahrheitsfunktion einer Konjunktion, ein Residuum
kann interpretiert werden als die Wahrheitsfunktion einer Implikation. Wir erldutern
dies am Beispiel der klassischen zweiwertigen Logik (mit den Wahrheitswerten 0 und

1).
Offensichtlich gilt fiir alle Aussagen ¢, ¥ und x

[ A Y] < [X] <= [l < [¥ — X]- (2.35)

Wir leiten Gleichung (2.34) aus Gleichung (2.35) her, indem wir die t-Norm T als

Wahrheitsfunktion fiir die Konjunktion und das Residuum R = T als Wahrheitsfunk-
tion fiir die Implikation auffassen. Folglich induziert jede stetige t-Norm, interpretiert
als Konjunktion, eine zugehorige Implikation.

Basierend auf der ¢-Norm als Konjunktion, konnen wir — mit Hilfe des Residuums als
Implikation — eine logische Aquivalenz, die Biimplikation, definieren.

Definition 2.64 Sei T eine stetige t-Norm.
T:00,1]%x[0,1] — [0,1],
(@8  T(T(a,8),7(8,0)
heifst die durch T induzierte Biimplikation
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Diese Definition ist motiviert durch die Aquivalenz
oo e (a— B) A (B a),

in der wir die Konjunktion mit der ¢-Norm T und die Implikation mit dem Residuum
T auswerten.

Satz 2.65 Sei T eine stetige t-Norm, «, 8 € [0,1]. Dann gilt
T(a, 8) = T (max{a, 8}, min{a, 3})

Beweis:

Wir betrachten zuerst den Fall o < /3. Folglich gilt T(«,1) = a < 8 und daher
T(ef) = T(sup{y € [0.1] | T(a,7) < 5}, T (5, )
= T(LT(5a)
= T(f,a).
Im Fall g < a, erhalten wir analog
T(e. ) = T(a, ). 0
Beispiel 2.66
(a) T = Tpuk fithrt zu der Lukasiewicz-Implikation als Residuum von T.
T(e. ) = sup{y € [0.1] | max{a+ 71,0} < 5}
= sup{yv€[0,1] |a+y—-1<p3}
= sup{y €[0,1] |y <1-a+ 3}
= min{l —a+ (,1}.
Fiir die Biimplikation erhalten wir mit Satz 2.65:
@I—(a,ﬁ) = min{l — max{«, f} + min{«, 5}, 1}
= 1ol
(b) Fiir T = T, erhalten wir die Godel-Implikation als Residuum:
T(.8) = sup{y € [0,1] | min{a,7} < 5}

B 1, falls a<p
- 3, sonst.

Die zugehorige Biimplikation ist
T(e.f) = T(max{o, 8}, min{a, 3})
B { 1, falls o =0

min{a, 5}, sonst.
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(c¢) Im Falle von T = T0q ergibt sich die Goguen-Implikation als Residuum:

T(a,8) = sup{y€[0,1]]a-v <5}

{5 falls < a

a
1, sonst.

und als Biimplikation

—Hl'(oz,ﬁ) = ?r(max{a,ﬁ},min{a,ﬁ})
{ 1, falls a=p
— in{a, 3
m, sonst. O

Die Wahrheitswerte von Aussagen, die Quantoren enthalten, bestimmt man {iblicher-
weise wie folgt:

[Vz : P(x)] = inf{[P(x)] | =}, (2.36)
[Fz : P(x)] = sup{[P(x)] | =}. (2.37)

Gleichung (2.36) fiir die Auswertung des Allquantors liefert den kleinstmoglichen Wahr-
heitswert fiir die Aussage P(x) iiber ein beliebiges Individuum x. Entsprechend ergibt
(2.37) den groftmoglichen Wert fiir die Aussage P(x).

Das Extensionsprinzip, das in Abschnitt 2.4 vorgestellt wurde, erlaubt es, gew6hnliche
Abbildungen auf Fuzzy-Mengen zu erweitern. Es griindet auf der Tatsache, dafl ein
Element y € Y genau dann zu dem Bild der Menge A; x ... x A, € X" unter der
Abbildung ¢ : X™ — Y gehort, wenn

xy,. .. xn) € X" (y=d(x1,...,xp) N1 € AL AN ... ANx, € A)

gilt. Die Anwendung des Extensionsprinzips ergibt fiir die Aussage ,,y € q%(,ul, ey )€
einen Wahrheitswert im Einheitsintervall, d.h. nur fiir das Pridikat € wird eine Erwei-
terung der moglichen Wahrheitswerte auf das Einheitsintervall vorgenommen.

Eine grundsétzliche Frage, die sich bei der Verwendung von Fuzzy-Mengen stellt, ist, ob
die Erweiterung der Wahrheitswerte fiir das Priadikat € von der Menge {0, 1} auf das
Intervall [0, 1] die Erweiterung des Bereichs der Wahrheitswerte fiir alle Aussagen und
Pradikate mit sich bringt. In dem folgenden Beispiel betrachten wir eine entsprechende
Erweiterung der Wahrheitswerte fiir die Gleichheit.

Beispiel 2.67 Wir fassen die Gleichheit als zweistelliges Pradikat auf. Zwei Mengen
M und N sind genau dann gleich, wenn

Ve :(zr €M <z €N)
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gilt. Im folgenden betrachten wir fiir Fuzzy-Mengen u die Aussage ,,x € u.* Sie erhélt
den Wahrheitswert [z € p] = p(x). Fiir zwei Fuzzy-Mengen 1 und v von X definieren
wir den Wahrheitswert der Aussage ,,u = v durch

[n=v] = [Vz:(zep—xecv) (2.38)
= [Ve:(zep—xzecv)N(zev—xep). (2.39)
Der Wert von i = v] hiangt von der Wahl der Auswertungsfunktionen fiir die Implika-

tion — und die Konjunktion A ab. Wird die Konjunktion durch eine beliebige ¢-Norm
ausgewertet, ergibt sich bei Verwendung der Lukasiewicz-Implikation

1= v] = inf{1 — |u(2) — v(@)| | = € X}, (2.40)
wéhrend die Godel-Implikation
[w=v] = inf{géd(p(z), v(2)) | z € X'} (2.41)
liefert, wobei

god:  [0,12 — [0,1],
(0.5) {1 falls o= p3

min{a, 8}, sonst. O

Verwendet man anstelle der scharfen Gleichheit fiir Fuzzy-Mengen die durch (2.40)
induzierte Gleichheit, werden zwei , dhnliche” Fuzzy-Mengen auch als fast gleich be-
trachtet, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 2.68 Die Fuzzy-Mengen p und v auf IR seien durch

1, falls 1<z
ple) =< z, falls 0<z<1
0, falls <0

beziehungsweise
1, falls 1.1 <=z
v(iz) =14 Pz, falls 0<z<11
0, falls z <0

gegeben (siehe Abbildung 2.17). Sowohl p als auch v kénnen interpretiert werden als
die Fuzzy Mengen jener Werte, die erheblich grofler als Null sind.

Mit (2.40) ergibt sich [u = v] = 2 O

11°

Der folgende Satz zeigt, daB die in (2.40) definierte unscharfe Gleichheit eine Gleich-
heitsrelation beziiglich der t-Norm Ty, auf F(X) ist.
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Y

Abbildung 2.17: Zwei Fuzzy-Mengen mit Gleichheitsgrad %

Satz 2.69 Die Abbildung

Ejnta s F(X) x F(X) = [0,1],
(mv) — inf{l—|u(x) - v(2)] | 2 € X}

ist eine Gleichheitsrelation beziglich der t-Norm T k. auf F(X).

Bemerkung: Wenn ersichtlich ist, welche Referenzmenge gemeint ist, schreiben wir
B statt ECY)
Luka Sta Luka*

Beweis:

Es seien p,v,n € F(X). Offenbar gilt Fpuyea(p, p) = 1 und Epga(p, V) = Epaa(v, 1)
TLuka (ELuka(/lf7 V)7 ELuka(Vu 77))
= max { inf {1 — |u(z) —v(z)[}
+ inf {1 [v(x) - n(x)]} — 1.0} 2.42)

Da Fpuka(t,m) > 0 ist, brauchen wir nur den Fall zu betrachten, fiir den das Maximum
in (2.42) einen Wert groBer als Null annimmt.

inf {1 — |u(x) — v(@)[} + inf {1 - |v(z) —n(2)|} -1
< inf {1 = (Jp@) —v(z)] + [v(z) = n())}
< inf {1 = |u(z) — ()|}

= ELuka(,Uv 77)' |
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Das im Abschnitt 2.4 vorgestellte Extensionsprinzip erweitert Abbildungen ¢ : X"

Y zu ¢ : F(X)" — F(Y). Die Abbildung ¢ ist extensional beziiglich der in (2. 40)
beschriebenen Gleichheitsrelationen auf Fuzzy-Mengen. Wir verwenden dazu auf der
Menge F(X)" die Gleichheitsrelation

Eéuia«m,...,un) (V1))
= iof {1—|mm{u1( Dseeosbtn(za)}

— min{vy(21),...,vp(zs)}}

Indem wir die Abbildung
(:U/h-‘-u,un) = pe F(Xn)
mit
(e, ..o ) = min{ug(x), ..., pn(x,)}
definieren, betten wir die Menge F'(X)" in die Menge F'(X™) ein. Auf F/(X™) betrachten
wir die Gleichheitsrelation E£ k) Eﬁu)ka ist dann die Einschrankung der Gleichheitsre-
lation Eﬁuka auf die Menge F'(X)".

Satz 2.70 Es sei¢: X" —Y eine Abbildung.
Dann ist die Abbildung ¢ : F(X)" — F(Y) extensional beziiglich der Gleichheitsrelation

E}Eﬁ)ka auf F(X)" und der Gleichheitsrelation E}%){a auf F(Y').

Beweis:

Es seien p;,v; € FI(X),i=1,...,n. Wir zeigen, daB fiir jedes 0 < ¢ < 1 die Bedingung

Luka (é(ula'"mun):(%(yla"wyn)) <e€ (243)

die Ungleichung
Eiu)ka((:ulw--nun):(yhu~7Vn)) <g, (244)

impliziert, woraus die Extensionalitdt von gzg folgt. Es sei ein beliebiges 0 < ¢ < 1
vorgegeben, so daf (2.43) erfiillt ist. Nach Definition von Egﬁa und ¢ gilt

inf {1 - sup {min{pq (z1), ..., pn(zn)}}
yey (a71 ..... :Dn)EXn:
¢(x1 7777 wn)*y

— sup :{min{yl(:cl),...,yn(xn)}}|} < e

Das heifit, es existiert ein y. € Y mit

1 — | sup {min{p(z1), ..., pn(zn)}}
(21,0 yxn)EX™:
(X1, sTn ) =Ye
v (2.45)
- sup {min{v(z1),...,vn(zn)}} | < e
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Wegen ¢ < 1 folgt, dafl die beiden Suprema in (2.45) nicht denselben Wert annehmen
konnen. Daher sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

sup | {min{vy(z1),...,vn(z,)}}
< sup | {min{pi(z1), ..., pn(xn)}}.

Damit existiert ein (xﬁf), oo xl)) € XM mit gb(:vga), 1)) =y, so daB

1 — min {m(x(f)), S ,un(wff))}

+ sup {min{vy(z1),...,vn(x,)}} < €

gilt. Insbesondere folgt

1 — min {m(xf)), o ,/Ln(l'ns))} + min {yl(af’), e un(x,f))} < e.

Somit ergibt sich

Bl (1, )0, )
= inf {1 — | min{pi(x1),. .., pn(x,)}
Tn)EX™

— min{vy (1), ..., vn(z0) }H}

< 1= |min{p (@7), (@)} = min{ (217), . va(@0)}

= 1 —min{m (@), ..., ()} + min{wy (219), ... v ()}

< & O

Wir haben gezeigt, daBl durch die Interpretation der Implikation in (2.38) im Sinne
von Lukasiewicz eine Gleichheitsrelation beziiglich der ¢-Norm Ty . auf den Fuzzy-
Mengen von X induziert wird. Das Extensionsprinzip fiithrt zu einer extensionalen Ab-
bildung beziiglich dieser Gleichheitsrelation. Wird anstelle der Lukasiewicz-Implikation
in (2.38) die Godel-Implikation verwendet, ergibt sich eine Gleichheitsrelation beziiglich
der t-Norm T, auf F(X). Fiir diese Gleichheitsrelation 148t sich ein zum Satz 2.70
analoger Satz beweisen, d.h.; auch beziiglich dieser Gleichheitsrelation verhélt sich das
Extensionsprinzip extensional.

In Abschnitt 2.6.2 haben wir gezeigt, wie eine gegebene Gleichheitsrelation eine Fuzzy-
Menge als extensionale Hiille einer gewohnlichen Menge induziert (vgl. Beispiele 2.56
und 2.58). Umgekehrt konnen wir als Ergebnis festhalten, dafl auf der Menge der Fuzzy-
Mengen von X kanonisch eine Gleichheitsrelation mittels Satz 2.70 erzeugt wird. Diese
Gleichheitsrelation spiegelt die Idee wider, dafl ,dhnliche* Fuzzy-Mengen auch , fast
gleich® sind. Auch lassen sich Konzepte wie das Extensionsprinzip mit Hilfe dieser
Gleichheitsrelation beurteilen. ,, Ahnliche* Fuzzy-Mengen sollten zu ,,&hnlichen“ Resul-
taten fithren, was nichts anderes bedeutet, als dafl Konzepte fiir Fuzzy-Mengen Exten-
sionalitétseigenschaften beziiglich dieser Gleichheitsrelation besitzen sollten.
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2.8 Erginzende Bemerkungen
und Quellenangaben

In diesem Abschnitt geben wir zusétzliche Hinweise zur historischen Entwicklung der
Fuzzy-Systeme, zu Fuzzy-Mengen und deren Semantik, dem Problem der Wahl geeigne-
ter Zugehorigkeitsfunktionen, zur Fuzzy-Logik und schliellich zur Fuzzy-Datenanalyse,
deren Anwendung mit Hilfe der kurzen Beschreibung eines Softwaretools fiir statisti-
sche Untersuchungen anhand von vagen Daten aufgezeigt wird. Auflerdem sind hier die
fiir Kapitel 2 relevanten Quellenangaben und weitere Referenzen auf empfehlenswerte
Zusatzliteratur zu finden.

2.8.1 Historische Entwicklung: Fuzzy-Systeme

Das Konzept der Fuzzy-Menge wurde Mitte der Sechziger Jahre von L.A. Zadeh vorge-
schlagen, um die Modellierung komplexer Systeme zu vereinfachen. Zadeh hatte bereits
vorher bedeutende Beitriage zur Regeltechnik (z.B. [Desoer63]) geleistet. Aufgrund der
steigenden Komplexitidt der von ihm untersuchten Systeme erklérte er in [Zadeh73]

“...that the conventional quantitative techniques of system analysis are int-
rinsically unsuited for dealing with humanistic systems or, for that matter,
any system whose complexity is comparable to that of humanistic systems.
The basis of this contention rests on what might be called the principle
of incompatibility. Stated informally, the essence of this principle is that
as the complexity of a system increases, our ability to make precise and
yet significant statements about its behaviour diminishes until a threshold
is reached beyond which precision and significance (or relevance) become
almost mutually exclusive characteristics.”

In diesem Aufsatz befiirwortet er daher einen anderen Ansatz [Zadeh73]:

“...based on the premise that the key elements in human thinking are not
numbers, but labels of fuzzy sets, that is, classes of objects in which the
transition from membership to non-membership is gradual rather than ab-
rupt. Indeed the pervasiveness of fuzziness in human thought processes
suggests that much of the logic behind human reasoning is not the tradi-
tional two-valued or even multi-valued logic, but a logic with fuzzy truths,
fuzzy connectives, and fuzzy rules of inference.”

Die kurz danach erschienenen Publikationen waren iiberwiegend auf die theoretische
Analyse vielversprechender Anwendungen von Fuzzy-Mengen, die im wesentlichen aus
der Fuzzifizierung bekannter Theorien hervorgegangen waren, ausgerichtet. Eine sehr
umfassend kommentierte Bibliographie, die das erste Jahrzehnt dieses Forschungs-
zweigs abdeckt, verfaiten B.R. Gaines und L.J. Kohout [Gaines77]. Eine reprisentative
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Zusammenfassung der bis 1978 veroffentlichten Literatur im Bereich der Fuzzy-Mengen
und Fuzzy-Systeme gibt das Buch [Dubois80a] von D. Dubois und H. Prade. Die wich-
tigsten Aufsitze von L.A. Zadeh, der die Entwicklung der gesamten Theorie bis heute
mafgeblich beeinfluit hat, sind in [Yager87] enthalten. In [Dubois93b] sind wichti-
ge Originalarbeiten verschiedener Autoren zusammengestellt und kompetent kommen-
tiert.

Ab etwa 1975 wurde neben weiterer theoretischer Vertiefung versucht, konkrete An-
wendungen sowohl im Labormafistab als auch fiir den grofitechnischen Einsatz zu
finden. Als Pionier auf dem Gebiet der Fuzzy-Regelungstechnik gilt E.H. Mamdani
[Mamdani76]. Die Steuerung von Zementbrennprozessen [Holmblad82] war die erste
erfolgreich realisierte grofitechnische Anwendung. In Japan wurde schon sehr friith das
Potential von Fuzzy-Regelung erkannt, geférdert und durch spektakulire Anwendun-
gen wie der U-Bahn von Sendai, aber auch durch einfacheren, kommerziell {iberaus
erfolgreiche Einsatz in Konsumgiitern ausgenutzt [Terano91]. Weitere Einsatzfgebiete
fiir Fuzzy-Methoden wurden in den Bereichen Wissensverarbeitung, Kiinstliche Intelli-
genz [Smets88] sowie in der unscharfen Datenanalyse gesehen [Miyamoto90, Bezdek81,
Bandemer92].

In Europa und in den U.S.A. fanden L.A. Zadeh’s Konzepte und erste Resultate im
Bereich der Regelungstechnik und der Mathematik nur wenig Anklang. R.E. Kalman
bemerkte 1972 zu einer Prasentation von L.A. Zadeh:

“His proposals could be severely, ferociously, even brutally criticized from
a technical point of view ... Professor Zadeh’s fears of unjust criticism can
be mitigated by recalling that the alchemists were not prosecuted for their
beliefs but because they failed to produce gold.”

S. MacLane schreibt noch 1986 in einer Bewertung der Fuzzy-Mengen:

“It was hoped that this ingenious notion would lead to all sorts of fruitful
applications, to fuzzy automata, fuzzy decision theory and elsewhere. Ho-
wever, as yet most of the intended applications turn out to be just extensive
exercises, not actually applicable.”

Waihrend die Idee der Fuzzy-Regelung von Ingenieuren rundweg abgelehnt wurde,
storte gute Mathematiker die zum Teil schlechte Qualitidt [Arbib77] der Aufsétze im
Bereich der Fuzzy-Systeme (P.T. Johnstone bemerkte 1988: Fuzzy mathematics is not
an excuse for fuzzy thinking) und die Tatsache, dafl viele Autoren sich ohne wei-
tergehende Betrachtungen auf blofle Anwendungen des Extensionsprinzips innerhalb
der sie interessierenden Theorien beschréankten. Dies fithrte dazu, daf§ das Wort , fuz-
zy“ in zahlreichen Anwendungen von Fuzzy-Mengen und sinnvollen Fuzzifizierungen
vermieden wurde. Eine der umstrittensten Themen war die Frage ,Ist Fuzziness nur
Wahrscheinlichkeit in geschickter Verkleidung?“ und der Anspruch vieler Befiirworter
der Wahrscheinlichkeitstheorie — , alles was ihr macht [mit Fuzzy-Mengen| kénnen
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wir [mit Wahrscheinlichkeitsrechnung] besser® [Lindley87]. Eine aktuelle Untersuchung
dieser Auseinandersetzung enthélt die Sonderausgabe iiber Fuzziness contra Wahr-
scheinlichkeit der IEEE Transactions of Fuzzy Systems, Feb. 94, Vol. 2, No. 1. Fiir
Verwirrung sorgte die Tatsache, dafi die in der Industrie mit dem Schlagwort ,,Fuzzy
Logic“ bezeichneten Methoden héufig nichts mit der mathematischen (mehrwertigen)
Logik zu tun haben: Fuzzy-Logik wird hier in allgemeinerem umgangsprachlichen Sinne
verwendet.

Erst Pressemeldungen iiber Erfolge der Fuzzy-Systeme in Japan (,Matsushita hat 1990
mit Fuzzy-Produkten 1 Milliarde US $§ Umsatz gemacht,” | Fuzzy wurde 1990 zum
Wort des Jahres in Japan gew#hlt“), die Werbemafinahmen fiir Konsumgiiter (z.B.
die Verwendung von Fuzzy-Techniken in Kameras) sowie die Anmeldung von Patenten
(Fuzzy-ABS fiir Kraftfahrzeuge) fithrten auch hierzulande zu einem starken Interesse an
Fuzzy-Systemen. Erstaunlicherweise haben erst diese Pressemeldungen dazu gefiihrt,
dafl Fuzzy-Systeme in groflerem Umfang in der Forschung und Lehre Beachtung fanden.
Die Fachgruppe ,,Fuzzy Systeme® der Gesellschaft fiir Informatik wurde aus diesem
Grunde auch erst im Jahre 1993 gegriindet.

Die meisten erfolgreichen industriellen Anwendungen wurden im Bereich der Fuzzy-
Regelung (siehe Kapitel 4) und der Fuzzy-Expertensysteme (siehe Kapitel 3) ent-
wickelt. Andere industrielle Anwendungsgebiete fiir Fuzzy-Systeme, die in diesem Buch
nicht behandelt werden, sind besonders die Fuzzy-Datenanalyse [Bellman66, Ruspini69,
Ruspini70, Bezdek81, Bocklisch86, Kruse87b, Tanaka87, Tanaka88, Nather90]
[Bandemer92, Bezdek92a, Bezdek92b, Bandemer93a, Krishnapuram93a|, Fuzzy-Bild-
verarbeitung und Computersehen [Keller85, Krishnapuram93b], Fuzzy-Information-
Retrieval [Kraft83|, Fuzzy-Datenbanken [Buckles82, Umano82, Zemankova-Leech84,
Bosc88], und entscheidungsunterstiitzende Systeme  [Bellman70, Zimmermann84]
[Zimmermann87, Chen92]. Eine kommentierte Ubersicht iiber die in Deutschland be-
sonders stark diskutierten Anwendungen der Fuzzy-Logik findet sich in [Kruse94]. Die
Berichte in den Konferenzbanden [Reusch92, Reusch93] und die Anwendungsbeispiele
in [Zimmermann93, Zimmermann94| geben einen Eindruck der vielfiltigen Einsatz-
moglichkeiten der Fuzzy-Logik.

Oft stellt sich heraus, dafl es vorteilhafter ist, Fuzzy-Methoden in Kombination mit
anderen Techniken wie neuronalen Netzwerken [Nauck94], probabilistischen Methoden,
genetischen Algorithmen, usw. einzusetzen als allein. Dies zeigt z.B. die steigende Zahl
sogenannter ,neurofuzzy® Verbrauchsgiiter [Asakawa94]. Die Argumentation aus der
Sicht der Industrie lautet [Zadeh94]:

“In traditional — hard — computing the prime desiderata are precision,
certainty and rigor. By contrast the point of departure in ‘soft computing’
is the thesis that precision and certainty carry a cost and that computation,
reasoning, and decision making should exploit — wherever possible — the
tolerance for imprecision and uncertainty.”
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2.8.2 Fuzzy-Mengen und ihre Semantik

Der fiir die Theorie der Fuzzy-Mengen grundlegende Aufsatz stammt von L.A. Zadeh
[Zadeh65]. Vor ihm waren aber schon andere an der Modellierung von Vagheit in-
teressiert, etwa der Philosoph M. Black, der vage Symbole durch Konsistenzprofile
beschrieb [Black37], oder der Mathematiker K. Menger, der erstmals den franzosischen
Begriff ,,ensembles flou* und seine englische Ubersetzung , hazy set* fiir seine Idee von
,wolkenartigen Punkten“ [Menger51] in der probabilistischen Geometrie benutzte. In
[Goguen67] wird der Begriff der L-Fuzzy-Menge eingefiihrt, um mit einer erweiterten
Klasse von Zugehorigkeiten arbeiten zu konnen. Die Idee, geschichtete Mengensysteme
zur Repréasentation zu verwenden, findet sich in [Gentilhomme68]. C.V. Negoita und
D.A. Ralescu [Negoita75] haben mit ihrem sogenannten Représentationssatz gezeigt,
daf} diese beiden Darstellungsarten dquivalent sind. Die zugrunde liegende algebraische
Sichtweise von Fuzzy-Mengen ist mathematisch sehr sauber und ausfiihrlich in dem
Artikel [Goodman91a, Goodman91b| aufgearbeitet. Die Verwendung verallgemeinerter
Operationen auf Indikatorfunktionen fiir Komplement, Durchschnitt und Vereinigung
wurde von L.A. Zadeh vorgeschlagen. Die erste axiomatische Analyse in diesem Be-
reich geht auf R.E. Bellman und M. Giertz zuriick. In dem Aufsatz [Bellman73| zeigten
sie die Eindeutigkeit von (min, max) unter der Voraussetzung, dafi die verwendeten
Abbildungen T und | den Axiomen der Stetigkeit, Distributivitét, strengen Mono-
tonie von T(a,a) und L(a,a) in a und den Ungleichungen T(a,b) < min{a,b} sowie
1(a,b) > max{a,b} geniigen.

Wie in empirischen Studien nachgewiesen wurde, kommt man mit dem konjunkti-
ven Operator min und dem disjunktiven Operator max oft nicht aus, da sie die Be-
wertungsweise des menschlichen Denkens nur sehr grob anndhern [Zimmermanng80,
Zimmermann91]. Aus diesem Grund verwendet man seit lingerem an das jeweili-
ge Problem angepaBte Klassen von Operatoren, wie sie beispielsweise in [Yager80,
Yager82, Hamacher78, Frank79, Dubois80b, Dombi82] und [Alsina83] beschrieben sind.
Zur mathematischen Fundierung dient das Konzept der ¢-Norm (triangular norm) und
t-Conorm (triangular conorm), das urspriinglich zur Analyse statistischer metrischer
Réume verwandt [Menger42] und insbesondere von B. Schweizer und A. Sklar analy-
siert wurde [Schweizer61, Schweizer63, Schweizer83]. Die Grundideen fiir den Bereich
der Fuzzy-Mengen sind in [Dubois82, Weber83] klar beschrieben.

Die Bedeutung des Extensionsprinzips fiir die Theorie der Fuzzy-Mengen wurde erst-
malig in [Zadeh75] dargelegt. Es kann dazu benutzt werden, ganze Theorien zu , fuz-
zifizieren,” wie es etwa bei der Theorie der hier nicht behandelten fuzzy-topologischen
Réume [Lowen76] geschah. Wir haben uns in diesem Kapitel lediglich mit der Anwen-
dung des Extensionsprinzips zur Erweiterung der Arithmetik auf Fuzzy-Mengen von
R befaBt. Fuzzy-Arithmetik kann als eine Verallgemeinerung der Intervallarithmetik
[Moore66, Moore79] angesehen werden. Das Buch [Kaufmann85] widmet sich speziell
diesem Thema.

Der Begriff der Fuzzy-Relation wird erstmals in dem Aufsatz [Zadeh71a] erwihnt. In
ihm wird als Verallgemeinerung der gewohnlichen Aquivalenzrelation die ,similarity
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relation® eingefiihrt, die als bindre Fuzzy-Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist und deren a-Schnitte gewohnliche Aquivalenzrelationen sind. Die fiir das approxi-
mative Schlieffen wichtigen Konzepte der Projektion und der zylindrischen Erweiterung
von Relationen wurden ebenfalls von L.A. Zadeh auf Fuzzy-Relationen verallgemeinert

[ZadehT75).

Fiir eine sinnvolle Anwendung von Fuzzy-Mengen sind semantische Aspekte von fun-
damentaler Bedeutung. Die beiden hier vorgestellten Zugéinge zur Interpretation von
Fuzzy-Mengen basieren auf Arbeiten der Autoren dieses Buches. Als Anregung dienten
die Aufsitze [Hisdal88] und [Hohle91].

Der erste Ansatz zur Behandlung unsicheren Wissens versteht Fuzzy-Mengen als kom-
primierte Représentation konkurrierender impréziser Informationen und damit als in-
duziertes Konzept. Analoge Betrachtungsweisen haben sich auch in anderen Kalkiilen
bewihrt. So findet man z.B. die Begriffsbildungen one point coverage fiir Zufallsmen-
gen [Nguyen78b, Nguyen84|, contour function fiir Belief-Funktionen [Shafer76] und fal-
ling shadow innerhalb der mengenwertigen Statistik [Wang83, Kénig92]. Unsere Sicht
von Fuzzy-Mengen als induziertes Konzept ist ausfiihrlich in [Gebhardt92b] beschrie-
ben. In dieser Quelle wird auf den semantischen Hintergrund, dessen mathematische
Prézisierung und insbesondere auf die sich ergebenden Konsequenzen fiir das zu die-
ser Interpretation konforme Operieren auf Fuzzy-Mengen eingegangen. Es stellt sich
unter anderem heraus, auf welche Weise sich das Extensionsprinzip und einige in der
Praxis héufig benutzte Paare von ¢-Norm und ¢-Conorm nicht nur motivieren, son-
dern anhand klar spezifizierbarer semantischer Nebenbedingungen unter Bewahrung
von Konsistenzeigenschaften als unumgénglich beweisen lassen. Auflerdem sei erwahnt,
daB die zugrunde liegende Modellierung es erlaubt, eine tieferliegende Fundierung und
entsprechende Erweiterung der Possibilitdtstheorie [Dubois87b] vorzunehmen, deren
Einfiihrung wir in Kapitel 3 im wesentlichen auf das fiir Anwendungen sehr wichti-
ge appoximative SchlieBen in wissensbasierten Systemen reduzieren werden. Ahnliche
Ansiitze sind in [Goodman82, Orlov78] beschrieben; eine Ubersicht bietet [Dubois89al.

Der zweite von uns angesprochene Ansatz zur Interpretation von Fuzzy-Mengen basiert
auf dem Konzept der Gleichheitsrelation nach [Hohle91] und auf fritheren Aufsétzen,
in denen die Begriffe ,similarity relation“ [Zadeh71la, Ruspini90] und ,indistinguis-
hability operator® [Trillas84] benutzt wurden. Die Idee ist, scharfe Daten auch in
unscharfen Betrachtungsumgebungen angemessen handhaben zu kénnen. Die Gleich-
heitsrelationen dienen zur Beschreibung vager Umgebungen und induzieren Fuzzy-
Mengen als Punkte in diesen vagen Umgebungen. Diese Sichtweise von Fuzzy-Mengen
erweist sich als ausgespochen niitzlich fiir die Methoden der Fuzzy-Regelung, die Ge-
genstand von Kapitel 4 sein werden. Die zugehorigen theoretischen Untersuchungen
sind [Klawonn93a, Klawonn93b, Klawonn94| zu entnehmen.

Aus Platzgriinden konnen wesentliche Konzepte hier nicht ausfiihrlich behandelt wer-
den. Fiir die linguistische Modellierung benétigt man z.B. Fuzzy-Mengen vom Typ 2,
die Fuzzy-Mengen als Zugehorigkeitsgrade besitzen [Mizumoto76]. Fiir die Typ2-Fuzzy-
Menge intelligent kann man z.B. die (Typl-)Fuzzy-Mengen méBig, durchschnittlich,
iiberdurchschnittlich und herausragend verwenden. Andere Konzepte, die bei der Mo-
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dellierung linguistischer Ausdriicke benutzt werden, sind fuzzy quantifiers (viele, fast
alle, manche), fuzzy truth values (sehr richtig, mehr oder weniger falsch) und linguistic
hedges (sehr, ziemlich) [Klir88, Zimmermann91].

Auch auf Beziige zwischen Fuzzy-Mengen und Informationstheorie konnen wir nicht
eingehen. Die Frage, wie man den Grad der Vagheit einer Fuzzy-Menge definieren
soll, wurde schon recht frith axiomatisch durch die Analyse von measures of fuzziness
[Knopfmacher75] und die Verwendung von Entropiebegriffen [de Luca72, Kruse83a] un-
tersucht. Eine gute Ubersicht iiber InformationsmaBe, die in verschiedenen Unsicher-
heitskalkiilen verwendet werden, und weitere, fiir die Anwendung von Fuzzy-Mengen
interessante Konzepte, sind in [Klir88, Klir87, Zadeh83a, Pal94] zu finden.

Zadeh weist in seinem Vorwort zu Recht auf den qualitativen Unterschied der beiden
Séatze ,,Ich sehe Dich irgendwann® und ,,Ich treffe Dich um ungefdhr fiinf Uhr.“ Mit
der ersten Aussage kann man wenig anfangen, da sie nicht recht zu quantifizieren ist
(der Sprecher des Satzes will sich auch gar nicht festlegen), die zweite Aussage kann
man dagegen mit Fuzzy-Mengen gut beschreiben. Anders als Zadeh und genau wie die
Psychologen Smithson [Smithson89] und Black [Black37] bezeichnen wir beide Aussa-
gen als vage, wobei die erste Aussage als nicht spezifisch (nonspecific, indistinct), die
zweite dagegen als unscharf (fuzzy) gilt. Jedoch ist natiirlich auch diese Unterscheidung
subjektiv.

2.8.3 Akquisition von Zugehorigkeitsgraden

Ein Hauptproblem bei der Entwicklung von Fuzzy-Systemen ist die Wahl geeigneter Zu-
gehorigkeitsfunktionen. Die Analyse der in Anwendungen benutzten Zugehorigkeitsgra-
de zeigt, dafl es nicht wie bei der frequentistischen Interpretation von Wahrscheinlich-
keiten auf den exakten numerischen Wert im Intervall [0, 1] ankommt, sondern nur auf
seine Groflenordnung. Dies wird auch durch psychologische Untersuchungen gestiitzt,
die zeigen, daB ein Mensch normalerweise nur zu einer Differenzierung von (héchstens)
sieben bis elf Zugehorigkeitsgraden imstande ist.

Aus der Sicht der MeBtheorie (Theorie der Metrisierung) [Krantz7la, Krantz71b]
[Luce90] wird das Intervall [0, 1] also nur als Ordinalskala verwendet. Ist L eine Menge
und C eine totale Ordnung auf L mit existierendem kleinsten und groiten Element, so
kann diese Ordinalskala direkt als Wertebereich fiir L-Fuzzy-Mengen benutzt werden.
Eine konnexe Priferenzrelation C auf einer Menge X ist eine transitive Relation, die
die Bedingung x C y Vy C z erfiillt. Ist C eine konnexe Préaferenzrelation auf der end-
lichen, nicht-leeren Menge X mit der intuitiven Bedeutung ,,Der Zugehorigkeitsgrad
von z (zu einer Fuzzy-Menge p) ist hochstens so grofi wie der Zugehorigkeitsgrad von
2’ (zu p),“ so laBit sich leicht nachpriifen, da es eine Funktion pu- : X — [0, 1] gibt,
die fiir alle z € X die Eigenschaft

tCa' = pc) < pc@)

hat. Ist die Funktion p- nur bis auf monoton wachsende Transformationen
f :[0,1] — [0, 1] eindeutig festgelegt, d.h., erfiillt jede Funktion f o uc ebenfalls die
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Kompatibilitdtsbedingung
zCd' = fopuc(z) < fopuc(r),

so spricht man von einem ordinalen Skalenniveau. Die fehlende Eindeutigkeit ist bei
der Verkniipfung dieser Fuzzy-Mengen zu beriicksichtigen [French88, Turksen91].

Ist es moglich, nicht nur Priferenzen der Form x T 2', sondern auch Préiferenzen
zweiter Ordnung der Form

(13

»|z C 2] hat einen Akzeptanzgrad, der héchstens so grof ist wie der von [2” C 2],
1.Z. [z C2] S 2" C 2™,

anzugeben, so kann man, falls < die Axiome einer algebraischen Differenzstruktur
erfiilllt [Krantz71a, Krantz71b, Luce90], eine Funktion p finden, die die Eigenschaften

/

rCa' — plr) < p)

und
T2 S " Ca"] = p@)—pl) < p@") - pE").

aufweist. Dabei ist u bis auf die affine Transformation
f:10,1] — [0, 1], x— ax+ 3, a> 0.
festgelegt. Die entsprechende Skala wird auch als Intervallskala bezeichnet.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie sind stéarkere Bedingungen an die Priferenzen zwi-
schen den Elementen einer o-Algebra zu stellen, um die Eindeutigkeit des entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsmafes zu sichern [Savage72, Dubois89b, Cox46]. Die dort
verwendeten metrischen Skalen sind allerdings fiir Fuzzy-Anwendungen oft zu restrik-
tiv.

Fiir die Akquisition und Konstruktion von Zugehorigkeitsfunktionen werden in der
Literatur zahlreiche Verfahren vorgeschlagen. Ubersichten finden sich in [Dubois80a,
Turksen91, Norwich84]. Die meisten dieser Verfahren basieren auf statistischen Metho-
den, die als direct rating, polling, set-valued statistics und reverse rating bezeichnet
werden, oder auf der Analyse relativer Préferenzen [Saaty74, Saaty78].

Die Wahl der Zugehorigkeitsfunktionen sowie der Operatoren ist eng mit Aspekten der
Entscheidungstheorie verkniipft. In [French88, French84] wird auf die dabei zu beriick-
sichtigenden Probleme eingegangen. Vergleichbare Ansétze zur Wahl eines Wahrschein-

lichkeitsmafles im Rahmen der subjektiven Wahrscheinlichkeitstheorie werden in den
Aufsitzen [Winkler67a] und [Winkler67b] diskutiert.

In ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen spielt die Wahl der Zugehorigkeitsfunkti-
on allerdings eine weniger wichtige Rolle, da oft nur die qualitativen Eigenschaften von
Funktionen (wie z.B. die Monotonie in einem gewissen Bereich) gebraucht und reelle
Zahlen nur aus Darstellungsgriinden benutzt werden, was man oft mit einer Sensiti-
vitdtsanalyse nachweisen kann. Trotzdem sollte diese Tatsache Anwender nicht dazu
verleiten, Fuzzy-Systeme mit ungenauen mathematischen Methoden implementieren
zu wollen.
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2.8.4 Fuzzy-Logik

Fuzzy-Logik wird im Kontext mehrwertiger Logiken gesehen. Denn obwohl die Begriin-
dung der Fuzzy-Mengen L.A. Zadeh zugeschrieben wird, war er nicht der erste, der an-
stelle der zwei Wahrheitswerte ,,wahr“ und ,,falsch“ das Einheitsintervall zulief3. Bereits
1922 diskutierte J. Lukasiewicz eine Logik mit Wahrheitswerten aus dem Einheitsin-
tervall als Verallgemeinerung seiner dreiwertigen Logik, in der er neben den Werten 0
(,falsch) und 1 (,wahr®) auch den Wert 3 (,unbestimmt®) betrachtete. Eine Samm-
lung der wichtigsten Veroffentlichungen Lukasiewiczs findet sich in [Lukasiewicz30]. Die
Idee, von der Zweiwertigkeit der klassischen Logik abzuweichen, wurde bereits 1878 von
H. MacColl [MacColl78| erwihnt. Seitdem wurden verschiedene mehrwertige Logiken
entwickelt, die jedoch nur zu einem geringen Teil auf dem Einheitsintervall basieren.
Eine Einfiihrung in das Thema mehrwertige Logik geben [Rosser52] und [Rescher69],
ein Werk, das einen ausfiihrlichen historischen Uberblick bis 1969 enthélt, sowie L. Bolc
und P. Borowik [Bolc92].

Die Verwendung von mehr als zwei Wahrheitswerten kann dadurch motiviert werden,
daBl weitere Wahrheitswerte neben , wahr“ und , falsch mit einer konkreten Bedeutung
(z.B. ,unbestimmt*) benétigt werden. Auflerdem induziert ein syntaktisches Dedukti-
onsverfahren im allgemeinen eine Lindenbaum-Algebra, die als Menge der Wahrheits-
werte verwendet werden kann. Die Lindenbaum-Algebra erhélt man als Quotienten-
menge der logischen Ausdriicke nach der Aquivalenzrelation, bei der zwei logische Aus-
driicke ¢ und 1) genau dann als dquivalent angesehen werden, wenn sich sowohl ¢ aus
Y als auch 1 aus ¢ mit Hilfe des syntaktischen Deduktionsverfahrens herleiten 148t.
Das Deduktionsverfahren induziert eine Ordnungsrelation auf den Aquivalenzklassen,
wobei die Aquivalenzklasse von ¢ genau dann kleiner oder gleich der Aquivalenzklasse
von 1 ist, falls sich ¢ aus ¢ syntaktisch beweisen 1a8t. Im Falle der klassischen Logik
sind Lindenbaum-Algebren Boolesche Algebren. Fiir die intuitionistische Logik erge-
ben sich Heyting-Algebren [Dummett77], wihrend die Lukasiewicz-Logik MV-Algebren
[Changb8] induziert. In der Logik spielt das Einheitsintervall unter den MV-Algebren
fast dieselbe zentrale Rolle wie die zweielementige Boolesche Algebra unter den Boole-
schen Algebren. Daher wird die auf dem Einheitsintervall basierende Fuzzy-Logik eng
mit der Lukasiewicz-Logik assoziiert.

Der Zugang zur Logik iiber Lindenbaum-Algebren ist vor allem algebraisch und ver-
bandstheoretisch orientiert [Rasiowa70], doch 148t sich Logik auch aus der Sicht der Ka-
tegorientheorie motivieren wie etwa in der Topos-Theorie [Goldblatt79]. Fuzzy-Mengen
lassen sich in der Topos-Theorie als charakterisierende Morphismen (Funktionen) von
Subobjekten (Untermengen) interpretieren. Allerdings ist die Topos-Theorie eher mit
der intuitionistischen Logik verbunden als mit der Lukasiewicz-Logik. Einen Uber-
blick iiber die Zusammenhénge zwischen Fuzzy-Mengen und Kategorientheorie geben
[Hohle91, Stout91] und [Rodabaugh92].

In den kategorientheoretischen Ansédtzen spielen neben der unscharfen Elementbezie-
hung auch unscharfe Gleichheit und lokale Existenz eine wichtige Rolle. Lokale Exi-
stenz bedeutet, dal der einem Objekt zugeordnete Existenzgrad kleiner als 1 ist. In
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der Fuzzy-Logik werden unscharfe Gleichheit und lokale Existenz selten betrachtet,
obwohl die Konzepte der Gleichheit und der Existenz fundamental fiir jede Préadika-
tenlogik sind. Dagegen findet man in der Literatur neben den {iblichen Existenz- und

Allquantoren andere linguistische Quantoren wie ,viele,* , die meisten,“ , einige* usw.
[Zadeh83a, Bouchon-Meunier92, Dubois90]

Eine Fuzzy-Logik, in der Unschérfe durch die Ununterscheidbarkeit méglicher Welten
entsteht, die durch Fuzzy-Ahnlichkeitsrelationen modelliert wird, ist in [Ruspini9l]
beschrieben.

2.8.5 Das SOLD-System — Eine Implementierung

Ein sehr wichtiges Anwendungsgebiet der Theorie der Fuzzy-Mengen ist die Model-
lierung und statistische Analyse mit Vagheit behafteter Daten. Dabei haben wir zwi-
schen den zwei schon angesprochenen Sichtweisen vager Daten zu unterscheiden. Die
erste betrachtet ein vages Datum als real vorhandenes Objekt. Als Beispiel sei ein
physikalisches Graubild genannt. Diese Sichtweise wird daher auch als objektbezogene
Interpretation vager Daten bezeichnet. Bei der zweiten, der epistemischen Interpreta-
tion, werden vage Daten nur zur Beschreibung eines nicht exakt zugéinglichen, jedoch
existierenden prazisen Wertes verwandt. Bei der ersten Interpretation untersucht man
also nicht reellwertige Daten, sondern komplexere Objekte. Im einfachsten Fall han-
delt es sich hierbei um Mengen, wie sie im Rahmen der Theorie der zufilligen Mengen
[Matheron75, Kendall74, Stoyan87] auftreten.

Der Schliissel fiir statistische Analysen nichtklassischer Daten liegt immer in einem
entsprechenden ,, Gesetz der groflen Zahlen,“ dessen Giiltigkeit fiir den Fall mengen-
wertiger Daten in [Artstein75] bewiesen wurde. Fiir Fuzzy-Daten kann man einen
analogen Satz nachweisen [Ralescu82, Puri86, Kruse82c|, der es gestattet, eine Fuzzy-
Wahrscheinlichkeitstheorie zu entwickeln und damit das Fundament fiir eine mathe-
matische Statistik mit Fuzzy-Daten zu legen [Kruse82c, Kruse84]. In den Biichern
[Bandemer92, Kruse87d] wird die Fuzzy-Datenanalyse und deren praktische Anwend-
barkeit detailliert beschrieben. Vergleichbare Ansétze sind in [Gil88, Czogala86]
[Hirota81] diskutiert worden.

Bei der epistemischen Interpretation wird die Existenz eines (unbekannten) Original-
wertes vorausgesetzt, so dafl Fuzzy-Mengen zur Beschreibung der Vagheit und Unsicher-
heit iiber die genaue Lage dieses Originals in einer Menge moglicher Werte dienen. Auf
diese Interpretation von Fuzzy-Mengen gehen wir ausfiihrlich in Kapitel 3 ein. Ublicher-
weise benutzt man den Ausdruck ,,Possibilitatsverteilung* statt ,, Fuzzy-Menge mit epi-
stemischer Interpretation.“ Die Idee, solche Daten statistisch zu analysieren, wird erst-
mals in [Kwakernaak78a, Kwakernaak78b] beschrieben. In [Kruse87d, Kruse92| werden
einige Aspekte der statistischen Inferenz possibilistischer Daten behandelt. Die dort
analysierten Methoden sind in das aus iiber 20.000 Zeilen PASCAL-Code bestehende
Softwaretool SOLD (Statistics On Linguistic Data) eingegangen [Kruse87a, Kruse89).
In [Bandemer92] finden sich #hnliche Methoden. Weitere Untersuchungen zur Semantik
vager Daten sind [Gebhardt92a] zu entnehmen.
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Als ein Beispiel fiir die Umsetzung vieler in diesem Kapitel besprochener Konzepte, Me-
thoden und Resultate werden wir kurz das Softwaretool SOLD (Statistics On Linguistic
Data) vorstellen, das die Modellierung und statistische Analyse durch Fuzzy-Mengen
interpretierbarer linguistischer Daten unterstiitzt [Kruse89]. Kommerzielle Versionen
von SOLD, die im Rahmen eines Kooperationsvertrages zwischen dem Institut fiir Be-
triebssysteme und Rechnerverbund der Technischen Universitiat Braunschweig und der
Siemens AG Miinchen in PASCAL-XT entwickelt wurden, laufen unter den Betriebs-
systemen BS2000 und SINIX.

Die Anwendung des SOLD-Systems besteht aus zwei konzeptionell getrennt zu betrach-
tenden Schritten.

Im ersten Schritt (Spezifikationsphase) ermoglicht SOLD seinem Benutzer, eine Ap-
plikationsumgebung zu entwickeln (z.B. zur Analyse von Wetterdaten), die aus einer
endlichen Menge von Attributen (z.B. Bewdlkung, Temperatur, Niederschlag) mit zu-
gehorigen Wertebereichen besteht (Intervalle reeller Zahlen, etwa [0, 100] fiir den Be-
deckungsgrad des Himmels in %). Fiir jedes Attribut A gibt der Benutzer verschie-
dene (moglicherweise parametrisierte) elementare linguistische Werte vor (z.B. wolkig
bzw. ungefdhr(75) als vage Bedeckungsgrade) und definiert fiir jeden dieser lingui-
stischen Werte w die ihm als Interpretation zuzuordnende Fuzzy-Menge ,,. SOLD
stellt hierfiir 15 verschiedene Klassen parametrisierter Fuzzy-Mengen von R (z.B. in
Form von Dreieck-, Rechteck-, Trapez-, Gau- und Exponentialfunktionen) sowie 16
logische bzw. arithmetische, nach dem Extensionsprinzip verallgemeinerte Operatoren
(und, oder, nicht, +, —, *, /, **) und Funktionen (z.B. exp, log, min, max) zur
Verfiigung.

Die Verwendung kontextfreier generierender Grammatiken G 4 gestattet die Verkniip-
fung elementarer linguistischer Werte mittels logischer Operatoren (und, oder, nicht)
und sogenannter linguistischer Hecken (z.B. sehr und ziemlich zur Spezifizitatsverstér-
kung bzw. -abschwichung vager Konzepte). Dadurch entstehen die formalen Sprachen
L(G 4) der zur Beschreibung der Werte der Attribute A zuléssigen linguistischen Aus-
driicke (z.B. wolkenlos oder heiter als linguistischer Ausdruck beziiglich des Attributs
Bewolkung).

Im zweiten Schritt (Analysephase) konnen die in der Spezifikationsphase entworfenen
Anwendungsumgebungen verwendet werden, um Zufallsstichproben durch Tupel lin-
guistischer Ausdriicke zu beschreiben. Da die Stichproben aus real existierenden, aber
im allgemeinen nicht exakt beobachteten Zahlenwerten bestehen, werden die den je-
weiligen linguistischen Ausdriicken zugeordneten Fuzzy-Mengen epistemisch als vage
Daten interpretiert.

Das SOLD-System erlaubt es, konvexe Fuzzy-Schétzer fiir diverse charakteristische
Parameter der den Attributen zugrunde liegenden generischen Zufallsvariablen zu er-
mitteln (z.B. fir Erwartungswert, Varianz, p-Quantile, Variationsweite). Des weiteren
berechnet SOLD Fuzzy-Schitzungen fiir die unbekannten Parameter diverser Klassen
vorgegebener Verteilungen und bestimmt auch Fuzzy-Tests fiir ein- bzw. zweiseitige
Hypothesen beziiglich der Parameter normalverteilter Zufallsvariabler.
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Die in SOLD verwendeten Algorithmen basieren im wesentlichen auf Resultaten iiber
Fuzzy-Statistik, die in der Monographie [Kruse87d] vorgestellt wurden. Es ist anzu-
merken, dafl die aus der traditionellen Statistik geldufigen Schétzfunktionen zwar oh-
ne Probleme mit Hilfe des Extensionsprinzips von reellen Zahlen auf Fuzzy-Mengen
verallgemeinert werden konnen, die betreffenden Zugehorigkeitsgrade der resultieren-
den Fuzzy-Schitzer aufler in Trivialfdllen jedoch kaum praktisch bestimmbar sind. In
SOLD werden daher ausschliefllich Fuzzy-Mengen der Klassen Fp, (R) (vgl. Definiti-
on 2.39) benutzt. Die auszufiihrenden Operationen sind in diesem Fall geméf Satz 2.40
auf die a-Schnitte der beteiligten Fuzzy-Mengen reduzierbar. Die mit der genannten
Einschrankung erzielte Vereinfachung garantiert allerdings nicht, dafl auf diese Weise
effiziente Implementierungen erzielt werden, da Operationen auf a-Schnitten nicht ele-
mentarer Intervallarithmetik entsprechen. Man kann die auftretenden Schwierigkeiten
bereits am folgenden Beispiel der Bestimmung eines Fuzzy-Schétzers fiir die Varianz
erkennen:

Es sei U : © — R die beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsraumes (2, S, P) defi-
nierte Zufallsvariable und Fp ihre Verteilungsfunktion. Anhand einer Realisierung
(ug,...,u,) € R"™ der Zufallsstichprobe (Uy,...,U,) mit vollstandig unabhéngigen
und nach Fy; identisch verteilten Zufallsvariablen Uy, ..., U, : @ — R, n > 2, laft sich
der Parameter Var U mit Hilfe der Stichprobenvarianz (d.h. dem modifizierten zweiten
zentrierten Stichprobenmoment)

2
def 1 " 1&
Sp(Uy,....U,) = U — = > U;
schétzen. S, (Ui, ..., U,) ist ein erwartungtreuer, konsistenter Schétzer fiir Var U.

Ist (p1,...,pn) € [Fp,(R)]" fiir ein vereinbartes k& € IN die Beschreibung einer va-
gen Beobachtung von (uq,...,u,), so erhalten wir nach dem Extensionsprinzip den
folgenden Fuzzy-Schétzer fiir Var U:

Su: [Fo (R)]" —  [Fp,(R)],

Snpas - pn)(y) = sup{min{p(z1), ..., tn(za)} |
(x1,...,2,) € R" NS, (21,...,2,) =y}

Die Anwendung von Satz 2.40 fithrt auf die a-Schnitte

[gn(ul, . ,un)]a
= Sp([plas- - [pn)a)
= {y ‘ 3(3}1, ce ,xn) S X?zl[/ﬁi]a : Sn<3717 e 71'71) = y}

= Ly |3, @) € X l]a
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Jj=1

S (il - [n]) € — i([ui]a—;i[uj]a),

n—1i5

gilt, Gleichheit aber im allgemeinen nicht gegeben ist, 18t sich S, ([t1]as - - [fn)a)
nicht durch elementare Intervallarithmetik bestimmen.

Der Realisierung von SOLD muften daher weitere mathematische Betrachtungen vor-
ausgehen, die der Entwicklung effizienter Algorithmen fiir die Berechnung von Fuzzy-
Schétzern dienlich waren. Einige Ergebnisse sind in [Kruse87d, Gebhardt90] nachzule-
sen.

Die wahrend der Analysephase durch statistische Inferenz beziiglich eines Attributs
A berechnete Fuzzy-Menge v (z.B. Fuzzy-Schétzung fiir die Varianz der Temperatur)
wird nicht — wie man auf den ersten Blick erwarten kénnte — von SOLD in einen
linguistischen Ausdruck riicktransformiert. Das Problem liegt darin, dal man im all-
gemeinen kein w € L(G4) finden wird, fir das v = p,, gilt. Folglich ist man auf
linguistische Approximation von v angewiesen, also die Bestimmung solcher linguisti-
schen Ausdriicke w aus L(G4), deren Interpretationen pu,, die gegebene Fuzzy-Menge
v moglichst gut anndhern. Der Abstand zwischen Fuzzy-Mengen wird dabei mit Hilfe
der verallgemeinerten Hausdorffschen Pseudometrik d., gemessen, die durch

doo(pt, 1) = sup {du ([tla, [1W]a)}, (') € [Fe(R))?,

a€e(0,1]

A B) = inf |a — inf a— b} .
dn (A, B) maX{iggggB!a bl, 2331?32/4’“ b|}

definiert ist; dy nennt man die Hausdorff-Pseudometrik in RR.

Das Ziel der linguistischen Approximation ist es demnach, ein wep € L(G4) zu ermit-
teln, fiir das

Vw € L(Ga): doo(Hagyy: V) < doo(fhw, V)

gilt.

Da diese Optimierungsaufgabe meistens sehr schwierig ist und bei ungiinstig gewéhlter
Sprache L(G4) zu unbefriedigenden Approximationen fithren kann (zu grofier Haus-
dorff-Abstand oder zu komplizierte linguistische Ausdriicke), benutzt SOLD die Spra-
che L(G4) nur zur Benennung der in den auf A bezogenen Stichproben auftreten-
den vagen Daten. SOLD berechnet zwar den Hausdorff-Abstand du(ptw, V) zwischen
v und einer vom Benutzer durch einen geeignet erscheinenden lingustischen Ausdruck
w € L(G,) vorgegebenen Fuzzy-Menge pu,, fithrt jedoch keine eigensténdige lingui-
stische Approximation durch, zumal der aus ihr hervorgehende linguistische Ausdruck
dem sich der statistischen Inferenz anschlieenden Entscheidungsprozefl (Decision Ma-
king) ohnehin nicht niitzen wiirde.
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Abbildung 2.18: Das SOLD-System

Zur Illustration der Benutzung des SOLD-Systems stellen wir abschliefend einen Aus-
schnitt aus einer Sitzung vor, die einer Prototyp-Version des Softwaretools unter dem
Betriebsystem GEMDOS entnommen wurde.
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2.8.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 Es sei (Aq)acp,1) das durch

Aa:{{l_M7l+ In(1)|, falls o >0

falls a=0.

)

definierte Mengensystem.
Zeigen Sie, daf dieses System die Bedingungen aus Definition 2.15 erfiillt, und bestim-
men Sie die zugehorende Fuzzy-Menge 1 € F(IR).

Aufgabe 2.2 Weisen Sie nach, dafl die Yager-Familie von ¢-Normen und ¢-Conormen
folgende Eigenschaften hat:

})i_r)%—l—;’(a,b) = T_1(a,b),
})i_r)%J_Z(a,b) = 1 4(a,b),

lim T7(a,b) = Tmi(a,b),

p—0o0

lim 17(a,b) = Lpm(a,b).

p—oo P

C)(a) e (1-— ap)% sei das Yager-Komplement.

Zeigen Sie, dal L (a,C)/(a)) = 1 gilt.

Aufgabe 2.3 Berechnen Sie die Summe zweier Fuzzy-Intervalle vom Typ

t—r)2

) =e 57 rseR, s>0.

Aufgabe 2.4 Bestimmen Sie eine Mengenrepriasentation von

%az+%, falls -1 <z<1

p: R —[0,1], plr) =< 22—z, falls 1<z<?2
0, sonst,

und berechnen Sie damit den Reziprokwert von .

Aufgabe 2.5 Essei ¢ : NxIN — IN;  ¢(a,b) = max{a, b}.

0)=1, 1) =0.5, 2) =0.2,
i s N = [0, 1]; 11(0) pa(1) p11(2)
Ml(?)) =0 ]-7 Ml(n> :07 fiir n >47
0)=0.1, 1) =04, 2) =0.9,
ot IN = [0, 1]; 112(0) faa( 112(2)
po(n) =0, firn>3

~

Bestimmen Sie ¢(pu1, 2).
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Aufgabe 2.6 Es sei (X, ) ein metrischer Raum.

Zeigen Sie, daf§ Fs mit Es(z,2') = 1—min{d(z, 2'), 1} eine Gleichheitsrelation beziiglich
TLuka ist.

Aufgabe 2.7 Wir betrachten eine Referenzmenge X = {m,w} und Fuzzy-Mengen
pr 2 X — [0,1], pe : X — [0,1] mit py(m) = 0.8, pi(w) = 0.2, pe(m) = 0.4,
p2(w) = 0.6. AuBlerdem sei C' = {cy, ..., c1o} eine Kontextmenge mit den Bewertungen
P({c;})=0.1,i=1,2,...,10. Bestimmen Sie zufillige Mengen I'}, I'{, I}, I'J mit den
Eigenschaften ur = pry = puy, piry = pry = pa,

pryary () = max{0, pry (z) + pry () — 1}
und
pryary (2) = min{pry (x), pry(r)}

Aufgabe 2.8 Zeigen Sie, dal die Ungleichung in Beispiel 2.50 erfiillt ist.

Aufgabe 2.9 Es seien T und T’ zwei t-Normen, fiir die T" < T gilt. Zeigen Sie: Ist
E : X x X — [0,1] eine Gleichheitsrelation beziiglich T, so ist £ auch eine Gleich-
heitsrelation beziiglich T.

Aufgabe 2.10 Zeigen Sie, daf§ durch die Gleichung (2.41) eine Gleichheitsrelation
beziiglich der t-Norm T, auf F'(X) definiert wird.

Aufgabe 2.11 Formulieren und beweisen Sie ein Analogon zu Satz 2.70, in dem die
Lukasiewicz-Implikation durch die Gédel-Implikation ersetzt wird.

Aufgabe 2.12 Es seien F und F' Gleichheitsrelationen beziiglich der ¢t-Norm T auf
den Mengen X beziehungsweise Y.

Zeigen Sie, dafl durch G ((z,v), (¢/,¢')) = T (E(x,2'), F(y,’)) eine Gleichheitsrelation
beziiglich T auf X x Y definiert wird.
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Kapitel 3

Approximatives Schliefien

Seit einiger Zeit setzt sich im Bereich der Kiinstlichen Intelligenz immer mehr die
Auffassung durch, dafl eine semantische Fundierung der Einbeziehung von Vagheits-
und Unsicherheitsaspekten in die allgemeine Konzeption wissensbasierter Systeme un-
umgéanglich ist. So gibt es nach eher heuristisch agierenden Systemen wie MYCIN
[Buchanan84] (medizinische Diagnose) inzwischen unter anderem einige wahrschein-
lichkeitstheoretisch abgesicherte professionelle Tools, die approzimatives Schlieffen an-
hand unscharfen Wissens erlauben. Besonders erwahnt seien HUGIN [Andersen89] und
PATHFINDER [Heckerman90)].

Gegenstand dieses Kapitels ist die Untersuchung eines alternativen Zugangs zu appro-
ximativem Schliefen, der sich statt auf probabilistisches auf possibilistisches Schlielen
bezieht. Wir stellen ein Konzept possibilistischen Fokussierens vor, das dadurch von
den meisten anderen Ansétzen abweicht, daf§ wir Possibilitéitsverteilungen als informa-
tionskomprimierte Darstellungen (nicht notwendigerweise geschachtelter) Zufallsmen-
gen (siehe Abschnitt 2.6.1) interpretieren und eine auf die Erfiillung von Nebenbedin-
gungen (Constraints) bezogene Sichtweise des possibilistischen Schlielens bevorzugen,
die nicht auf einem spezifischen Konditionierungskonzept fiir unsicheres Wissen basiert.

In Abschnitt 3.1 untersuchen wir die wichtige Unterscheidung zwischen einem vagen
Konzept und einem vagen Datum. Die epistemische Interpretation von Fuzzy-Mengen,
die mit der vagen Beschreibung von Daten verbunden ist, fithrt uns zum Begriff der
Possibilitdtsverteilung und damit zu den Grundlagen der Possibilitéitstheorie. Sollen
anhand vager Daten Entscheidungen getroffen werden, so sind diese als Folge der
auftretenden Vagheit stets mit einer gewissen Unsicherheit behaftet. Dies legt die
Einfiihrung verschiedener Unsicherheitsmafie nahe, die mit den aus des MafBitheorie
bekannten Wahrscheinlichkeitsmafien verglichen werden kénnen.

In Abschnitt 3.2 zeigen wir eine Anwendung von Possibilitédtsverteilungen im Bereich
der Kiinstlichen Intelligenz, indem wir ein Expertensystem konzipieren, das approxi-
matives Schlieflen realisiert, wenn sich generelles, beziiglich einer Anwendungsdoméne
verfiigbares Fzpertenwissen (als unscharfe Regeln) sowie spezielles, situationsabhéngi-
ges, durch Beobachtungen erhaltenes und dem Fokussieren dienendes Fuvidenzwissen
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(in Form unscharfer Fakten) mit Hilfe von Possibilitatsverteilungen auf einem mehr-
dimensionalen Betrachtungsuniversum représentieren lassen. Wie man solche Possibi-
litdtsverteilungen als Interpretation von (possibilistischen) Inferenzregeln bestimmen
kann, wird in Abschnitt 3.3 behandelt.

Ziel von Abschnitt 3.4 ist es, im Gegensatz zu den vorhergehenden Betrachtungen nicht
die innerhalb der Wissensbasis existierenden quantitativen Abhéngigkeiten zu unter-
suchen, sondern die Représentation qualitativer Abhéngigkeiten durch Hypergraphen
zur Entwicklung effizienter Propagationsalgorithmen auszunutzen.

Abschnitt 3.5 stellt einen alternativen Ansatz des approximativen Schliefens vor: logik-
basierte Inferenzmechanismen. In den ergénzenden Bemerkungen des Abschnittes 3.6
findet sich neben zahlreichen Quellenangaben und einem Implementierungsbeispiel
auch eine Kurzdarstellung weiterer, aus der Literatur bekannter Zugénge zur Possi-
bilitétstheorie.

3.1 Possibilitidtsverteilungen
und Unsicherheitsmafle

Wir befassen uns in diesem Kapitel mit Methoden der Wissensrepriasentation und
-propagation fiir solche Systeme, die auf der Anwendung der Theorie der Fuzzy-Mengen
beruhen und eine Wissensbasis aufweisen, die aus konjunktiv miteinander verkniipften
Inferenzregeln der Form

R: If X is pux then Y is uy

bestehen, in denen XY zwei verschiedene, einen Objekttyp (partiell) beschreibende
Attribute und px, py Fuzzy-Mengen auf den Wertebereichen der diesen Attributen
zugeordneten Datentypen sind.

Als einfaches Beispiel betrachten wir die vage Aussage
Schnelle Autos sind teuer

angefiihrt. Sie stellt zwei Eigenschaften eines Autos — némlich seine (Hochst-) Ge-
schwindigkeit und seinen (Neu-) Preis —, in eine vage Relation zueinander, die mit
Hilfe der durch Fuzzy-Mengen interpretierbaren vagen Konzepte schnell und teuer be-
schrieben wird. Als Inferenzregel, die der oben genannten vagen Aussage entspricht,
ergibt sich

R: if Geschwindigkeit is schnell then Preis is teuer,

wobei man etwa von den Wertebereichen Dom(Geschwindigkeit) = [0,300] (in km/h)
und Dom(Preis) = [0,500.000] (in DM) ausgehen kénnte.

Bei der Betrachtung vager Regeln treten prinzipiell zwei Schwierigkeiten auf, ndmlich
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(a) das Problem, wie eine vage Regel interpretiert und dann mit Hilfe einer geeigneten
Fuzzy-Menge reprisentiert werden kann, und

(b) das Problem, wie man zu einem semantisch fundierten Inferenzmechanismus ge-
langt, der approximatives Schliefen anhand eines konjunktiven Systems vager
Regeln und konkret vorgegebener vager Daten erlaubt.

In unserem einfithrenden Beispiel kann man als Losung fiir (a) eine R représentierende
Fuzzy-Relation

pr : Dom(Geschwindigkeit) x Dom(Preis) — [0, 1]

aufstellen.

Das in (b) angesprochene approximative Schlieflen kénnte etwa so motiviert sein, dafl
wir anhand des vorliegenden Regelsystems mehr iiber ein bestimmtes Auto A zu erfah-
ren wiinschen, iiber das lediglich bekannt ist, dafl seine Hochstgeschwindigkeit sprach-
lich als méafig schnell bezeichnet und durch eine Fuzzy-Menge pp beschrieben wird. Es
stellt sich dann die Frage, was aus

dem vagen Faktum F': Geschwindigkeit is méBig schnell

und der vagen Regel R : If Geschwindigkeit is schnell
then Preis is teuer

iiber den Preis von A ausgesagt werden kann.

Als Resultat des Inferenzmechanismus miifite ein durch eine Fuzzy-Menge
p : Dom(Preis) — [0, 1] festgelegtes und nur von pp und pg abhéngendes vages Datum
ermittelt werden. Wenn wir approximatives Schlielen alternativ mit Hilfe mehrwerti-
ger Logiken erkldren, so ist R als Implikationsregel interpretierbar, und der auf ' und
R anzuwendende Inferenzmechanismus entspricht einer Verallgemeinerung des aus der
zweiwertigen Logik bekannten Modus Ponens. Die Verallgemeinerung besteht darin,
daf} die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Modus Ponens abgeschwécht werden,
denn der Modus Ponens liefert nur bei Ubereinstimmung der Pramisse F mit dem
Antecedenz von R (Geschwindigkeit is schnell) als Konklusion die Konsequenz von R
(Preis is teuer), was offenbar nicht mit unserem Beispiel vereinbar ist, da méBig schnell
und schnell sicherlich durch verschiedene Fuzzy-Mengen représentiert werden.

Wie wir bereits im letzten Kapitel angesprochen haben, bestand Zadeh’s urspriingliche
Idee bei der Entwicklung der Theorie der Fuzzy-Mengen darin, den Begriff der charak-
teristischen Funktion einer gewdhnlichen Menge so zu erweitern, dafl nicht nur zwischen
Zugehorigkeit und Nicht-Zugehorigkeit der Elemente einer vorgegebenen Referenzmen-
ge zu einer interessierenden Untermenge unterschieden wird, sondern auch graduelle
Zugehorigkeit zugelassen ist. Ein wichtiges Motiv fiir diese Erweiterung ergab sich aus
der Absicht, mit Vagheit behaftete Aussagen, wie sie im téglichen Leben gebrauchlich
sind und daher auch als unscharfe Expertenmeinungen im Bereich der wissensbasierten
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1 Hwolkig

%

| |
T T T

50 65 85 100

Y

Abbildung 3.1: Interpretation des vagen Konzeptes wolkig durch eine Fuzzy-Menge

Systeme auftreten, innerhalb eines hierfiir geeigneten formalen Rahmens quantitativ
repriasentieren und interpretieren zu koénnen.

So ist z.B. Es ist wolkig“ eine Aussage, in der ein (abstraktes) Objekt (ndmlich das
Wetter) mit Hilfe eines vagen Konzepts (wolkig) in bezug auf ein Attribut des Wetters
(Bedeckungsgrad) beschrieben wird. Die angegebene vage Aussage spiegelt sehr deut-
lich das im Alltag gebrauchliche und auch verniinftige Verhalten wider, Informationen
nur auf das situativ Wesentliche zu reduzieren, um dadurch die Kommunikation zu
vereinfachen. In diesem Sinne ist die Verwendung des vagen Konzepts wolkig in den
meisten Féllen niitzlicher, als von einem zweifelsohne préziser von einem Bedeckungs-
grad von 71.26 % zu sprechen, zumal es in der Praxis fiir einen Beobachter ohnehin
duBerst schwierig sein diirfte, ohne erheblichen technischen Aufwand derart genaue An-
gaben machen zu konnen. Fassen wir wolkig als sprachliche Beschreibung eines durch
eine Fuzzy-Menge interpretierten vagen Konzeptes auf, so ist die in Abbildung 3.1
graphisch dargestellte Fuzzy-Menge [iwolkig €ine denkbare Interpretation.

Wir fassen piyoikig : X — [0, 1] mit der Referenzmenge X = [0, 100] aller moglichen Be-
deckungsgrade als Fuzzy-Menge der als wolkig zu bezeichnenden Bedeckungsgrade auf
und fiwoikig () als denjenigen Zugehdirigkeitsgrad, mit dem = € X dem vagen Konzept
wolkig zuzuordnen ist, d.h. als denjenigen Grad, mit dem x aufgrund der gewéhlten
Interpretation durch die Fuzzy-Menge piwokig als wolkig zu bezeichnen ist.

Diese konzeptorientierte Sichtweise von fiyoig als Fuzzy-Menge geniigt jedoch nicht,
wenn wir beispielsweise den an der Wetterstation Hannover-Flughafen am 3.8.1992 um
14.00 Uhr MESZ vorliegenden Bedeckungsgrad angeben wollen. Dann dient wolkig eher
als sprachliche Beschreibung eines vagen Datums, da uns in diesem Fall nicht so sehr in-
teressiert, was man konzeptionell unter wolkig versteht, sondern wir setzen voraus, dafl
zum oben genannten Zeitpunkt und angegebenen Ort ein bestimmter Bedeckungsgrad
zo € [0,100] existierte, den wir aufgrund der uns zur Verfiigung stehenden Informa-
tionen jedoch nur mit Hilfe des vagen Datums wolkig beschreiben wollen. Dies ist
die sogenannte epistemische Interpretation der charakteristischen Funktion fiyoikis als



3.1. Possibilitédtsverteilungen und Unsicherheitsmafie 87

Possibilititsverteilung, in der piyoig () als Mdglichkeitsgrad angesehen wird, mit dem
x € X dem vorhandenen, aber nicht genau mefibaren Bewdlkunggrad xg entspricht.

Pwolkig () = 0 bedeutet, dafl x = x¢ unmdoglich ist,
Pwolkig () =1 hingegen, dafl = xy ohne jede Einschrinkung als moglich erachtet
wird,

Pwolkig () € (0,1) schlieflich, dafl z = x¢ zu dem durch piyekig(z) spezifizierten Grad
aufgrund des vorliegenden vagen Datums fiyoiiz als moglich anzu-
sehen ist.

Fuzzy-Mengen und Possibilitatsverteilungen haben also beziiglich ihrer Représenta-
tion die gleiche mathematische Beschreibung, jedoch verschiedene Interpretationen.
Zwischen beiden Begriffsbildungen besteht allerdings ein so enger semantischer Zu-
sammenhang, dafl wir fast alle der in Kapitel 2 erarbeiteten Resultate iiber Fuzzy-
Mengen — insbesondere auch das Extensionsprinzip — auf Possibilitdtsverteilungen
iibertragen konnen. Wird namlich z.B. die angegebene Funktion fiyeig als Possibi-
litdtsverteilung und damit als unscharfe Beschreibung eines real existierenden Be-
deckungsgrades x, angesehen, so la3t sich dieser Sachverhalt auch so interpretieren,
daB xy per Voraussetzung das vage Konzept wolkig erfiillt, die zugehtérende Fuzzy-
Menge fiwoikiz € F ([0,100]) demnach die Menge der fiir zy moglichen Werte ist und
Lwolkig () flir beliebiges z € [0, 100] folglich nicht nur den Grad angibt, mit dem x zu
Hwolkie gehort, sondern auch den Mdoglichkeitsgrad, mit dem x = z( gilt, = also die
gesuchte Originalbewolkung xg ist.

Jede Possibilitatsverteilung 148t sich formal auf diese Weise als Fuzzy-Menge behan-
deln, und umgekehrt kann jede die Normalisiertheitseigenschaft (Jx € X : p(x) = 1)
erfiillende Fuzzy-Menge p € F(X) auch als Possibilitdtsverteilung iiber X angesehen
werden. Man spricht dann von der epistemischen Interpretation dieser Fuzzy-Menge
als Possibilititsverteilung. Die Forderung der Normalisiertheit von Possibilitédtsvertei-
lungen beruht auf der Uberlegung, daf es fiir jede einen existierenden Objektzustand
xo € X unscharf beschreibende Possibilitéitsverteilung mindestens ein Element x der
Referenzmenge geben muf, fiir das x = zy ohne jede Einschriankung fiir moglich ge-
halten wird. Andernfalls wére die gewéhlte Beschreibung in sich nicht konsistent. Die
Voraussetzung xy € X nennt man auch Closed World Assumption, d.h., der unbekannte
Objektzustand z( ist mit Sicherheit ein Element der in die Betrachtungen einbezogenen
Menge X der prinzipiell moglichen Objektzustéande.

Um Possibilitatsverteilungen von Fuzzy-Mengen symbolisch zu unterscheiden, werden
wir Possibilitdtsverteilungen meist mit 7 bezeichnen, die ihnen zugrunde liegende Re-
ferenzmenge, die man gerade im Zusammenhang mit Anwendungen im Bereich der
wissensbasierten Systeme vielfach auch Universum (Universe of Discourse) nennt, mit
Q. Fiir den uns unbekannten Objektzustand, der uns interessiert und den wir durch
eine Possibilitédtsverteilung my beschreiben, verwenden wir das Zeichen wy.
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Definition 3.1 FEine Possibilitdtsverteilung =« ber Q ist eine Funktion von der
Grundmenge (Referenzmenge) bzw. dem Universum () in das Einheitsintervall, d.h.

m:Q —[0,1],

fir die (Jw € Q:7(w) =1) (Normalisiertheitseigenschaft) erfiillt ist.
POSS(?) bezeichne die Menge aller Possibilititsverteilungen tber €.

Der Name ,,Possibilitatsverteilung® ist in Anlehnung an den aus der Wahrscheinlich-
keitstheorie bekannten Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung gewéhlt worden. Be-
trachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) mit Grundmenge 2 der Elemen-
tarereignisse, o-Algebra & der zu bewertenden Ereignisse und Wahrscheinlichkeitsmafl
P, so bezieht sich einer der vielen Anwendungsbereiche von (2, &, P) auf die Beschrei-
bung eines Zufallsexperiments, dessen mogliche Ausgénge in €2 liegen. Fiir jedes belie-
bige Ereignis A € & gibt P(A) die (objektive) Wahrscheinlichkeit dafiir an, dafl der
aufler in Trivialfallen (etwa |Q2| = 1) nicht vorhersagbare Ausgang des Experiments
in A liegt. Auf analoge Weise kann man bei Verwendung von Possibilitéitsverteilungen
nach der Mdglichkeit fragen, dafl fiir den unbekannten Objektzustand wy € A gilt.
Man beachte, dal die Semantiken dieser beiden Ansétze voneinander abweichen, denn
es ist, um ein anschauliches Beispiel zu geben, ein grofler Unterschied, ob es mdglich
oder wahrscheinlich ist, dafl eine Person vier Eier zum Friihstiick if3t.

Anstelle von Wahrscheinlichkeitsmaflen definieren wir im folgenden Unsicherheitsma-
fSe, die sich eher an den Prinzipien possibilistischen denn probabilistischen Schlielens
orientieren.

Wenn eine Possibilititsverteilung my € POSS(2) fiir einen unbekannten Objektzustand
wp € Q) vorliegt, so gibt Poss,,(A) e sup{mo(w) | w € A} fiir alle Kandidaten A C Q
fiir wy die Moglichkeit an, dafl wg € A wahr ist.

Es ist zu beachten, daf ein hoher Wert von Poss,,(A) keinesfalls ausreichend ist, um
einigermaflen sicher sein zu koénnen, daf§ wy tatséchlich zu A gehort. Vielmehr sollte

man auch Poss,, (2\A) beriicksichtigen und Nec,,(A) L. Poss,, (2\A) berechnen.
Je hoher der Wert von Necy,(A), um so sicherer kann man sein, dafl wy € A zutrifft.
Diese Uberlegungen motivieren die Definition der folgenden beiden Funktionen.

Definition 3.2 Es sei m € POSS(2) eine Possibilitdtsverteilung.

(a) Poss, : P(2) — [0,1],
Poss;(A) def sup{m(w) |w € A}, sup () = 0,
heifit das Possibilitatsmafl von 7.

(b) Necr : ()  — [0,1],
Nec, (A) ' inf{l —r(w) |we Q\A},  inf@=1,

heifst das Notwendigkeitsmafl von 7.
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Beispiel 3.3 Betrachten wir Abbildung 3.1 und nehmen wir an, dafl 7y = pwoig €
POSS([0,100]) eine Possibilitdtsverteilung ist, die den Bedeckungsgrad am Flughafen
in Hannover am 8. Mérz 1992 um 2 Uhr nachmittags angibt.

Indem wir A = [65, 70] wihlen, erhalten wir Poss,,(A) = 1 und Nec,,(A) = 0, was
bedeutet, dal wy € [65, 70] beziiglich my ohne Einschriankungen als moglich angesehen
wird, aber in keiner Weise sicher (notwendig) ist. Es ist hervorzuheben, daf 7y nicht als
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion interpretiert werden sollte, da [ 19 mo(w)dw = 35

ist. Aber auch eine Normalisierung auf m), = s=m ergibt fiir das von m, induzierte

Wahrscheinlichkeitsma$l P den Wert P(A) = £, also ein Ergebnis, das von Poss,(A)

bzw. Necn, (A), abweicht. O

Beispiel 3.3 verdeutlicht, dafl Wahrscheinlichkeitstheorie und Possibilititstheorie (die
Theorie der Possibilitdtsverteilungen, Possibilitdtsmafie und der zu ihnen dualen Not-
wendigkeitsmafle) ganz verschiedene Unsicherheitsphdnomene modellieren. Zwar sind
beide Ansétze wenigstens in dem Sinne verwandt, dafl die Moglichkeit eines Ereignis-
ses aus seiner Wahrscheinlichkeit folgt; aber wiahrend Wahrscheinlichkeitsmafle additiv
sind, sind Possibilitdtsmafie und Notwendigkeitsmafie subadditiv bzw. superadditiv.

Der folgende Satz fafit einige weitere Eigenschaften zusammen.

Satz 3.4 Fir alle 1 € POSS(Q?) und alle A, B C Q gilt:

(a) Poss, () = Nec,()) = 0,

(b) Poss,(Q) = Necq(Q) = 1,

(¢) Poss; (AU B) = max {Poss, (A), Poss, (B)},
(d) Necr(AN B) = min {Nec,(A), Nec,(B)},
(¢) Poss; (AN B) < min {Poss,(A), Poss,(B)},
(f) Nec,(AU B) > max {Nec,(A), Nec,(B)},

(9) Necr(A) < Poss,(A).

Beweis:
(a) und (b) sind trivial.

(¢) Poss,(AUB) = sup{n(w)|we AUB}
= sup{n(w) |w e AVw e B}
= max {sup{7(w) | w € A},sup{n(w) | w € B}}
= max{Poss,(A), Poss.(B)}.
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(d) Nec,(ANB) = 1—Poss; (Q\(ANB))
= 1—sup{n(w) |weNA V weQ\B}
= 1 —max{sup{n(w) |w € Q\A},
sup{m(w) | w € Q\B}}
= min {1 — Poss;(Q\A),1 — Poss.(Q\B)}
= min {Nec,(A), Nec,(B)}.

(e) und (f) sind Folgerungen aus (c¢) und (d), wenn man beachtet, daf
C C D = Nec,(C) < Nec(D)
und
C C D = Poss,(C) < Poss.(D)
fiir beliebige C, D C ) gelten.

(g) Fiir Poss,;(A) < 1 erhalten wir unter Beachtung der Normalisiertheitseigenschaft
von Possibilitdatsverteilungen Poss,(Q2\A) = 1 und folglich Nec,(4) = 0 <
Poss,(A).

Wenn Poss, (A) = 1 ist, so ist trivialerweise Nec,(A) < Poss,(A). O

In der Anwendung wird imprézises und unsicheres Wissen iiber wg nicht immer direkt
mit Hilfe einer Possibilitédtsverteilung m, formalisiert, sondern oft durch eine Menge
von Beschrinkungen (Constraints), die Untermengen A von ) auszeichnen und einige
Einschrankungen beziiglich 7y angeben. In diesem Zusammenhang sollten zwei Arten
von Aussagen unterschieden werden:

e Sicherheitsangaben sind Aussagen der Art , Es ist wenigstens mit Grad « sicher,
daB wy € A“ (oder kurz: ,, A ist a-sicher fiir wp®).

e Maiglichkeitsangaben sind Aussagen der Art ,A ist wenigstens mit Grad « ein
(ohne Einschrénkungen) moglicher Bereich fiir wy“ (oder kurz: ,, A ist a-mdoglich
fir wy).

Genauer kann A ist a-sicher fiir wy“ interpretiert werden als die Beschriankung
Nec,, (A) > a. , A ist a-moglich fiir wy* entspricht hingegen A, (A) > «, wobei

Ary 2P — (0,1,

e 3.1
An(A) & inf{m(w) | we A} (3.1)
das Unsicherheitsmafl der garantierten Mdoglichkeit und
Vi + P(2 0,1],
0 ap( ) d—)ef [ ] (32)

VTro (A) = 1- A7ro (Q\A)
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das duale Mafl der maéglichen Sicherheit genannt wird. Aus der Gleichung Nec,,(A) =
inf{l — my(w) | w € Q\A} folgt die Aquivalenz der Beschrinkungen Nec,,(A) > «
und (Vw € Q\A : mp(w) < 1 — «). Unter Einbezichung der Tatsache, dafl es keine
Einschrankungen beziiglich w € A gibt, kann ,, A ist a-sicher fiir wy“ iibersetzt werden
in (Vw e Q: m(w) <max{ls(w),1—a}).

Alternativ kann diese Beschrankung durch eine Beschrdankungsfunktion

c¢: Q—P([0,1]),

dargestellt werden, in der ¢(w) die Menge aller nicht zuriickzuweisender Kandidaten
fiir mo(w) ist. In diesem Sinne kann ,, A ist a-sicher fiir wp*“ dargestellt werden mit Hilfe
der Beschrinkungsfunktion, die durch

c(w) =[0,max{ls(w),1 —a}], we. (3.3)
definiert ist.

In bezug auf Moglichkeitsangaben und unter Beachtung von A, (A) = inf{m(w) | w €
A}, erhalten wir die Aquivalenz von A, (A4) > a und (Vw € A : mo(w) > «). Da es kei-
ne Einschriankungen beziiglich der Werte w € Q\ A gibt, kann ,, A ist a-moglich fiir wp“
tibersetzt werden in (Vw € Q : mp(w) > min{ll4(w), a}), was durch die Beschrankungs-

funktion 0 -
C: — ()’1 ,
cw) = min{l4(w),a},1]. (3.4)

darstellbar ist.

Liegen k (vollstandig verlaflliche) Informationen vor, die die moglichen Werte fiir wg be-
schrianken, formalisiert durch ¢; : Q — ([0, 1]), j = 1,..., k, so fithrt die Konjunktion
dieser Beschrankungen zu der Beschrankungsfunktion

¢ — P(0.1)).
(@) N ew). (3:5)

J=1

Die vollstandige VerlaBlichkeit sichert, dafl g eine Possibilitatsverteilung ist. Anderen-
falls zeigt sich, dal die Quellen widerspriichlich sind.

Nehmen wir an, daf} alle gegebenen Beschrankungen vereint werden konnten, so erhal-
ten wir eine einzige Beschrankungsfunktion ¢ : 2 — ([0, 1]), die unser imperfektes
Wissen iiber wy wiedergibt. Das Fehlen jeder Beschriankung entspricht der volligen Un-
wissenheit, formalisiert durch cy(w) = [0, 1] fiir alle w € Q. Vollstéandiges Wissen iiber

wp wird durch ¢o(wp) = {1} und ¢o(w) = {0} fiir alle w € Q\{wp} modelliert.

Da jede Possibilitédtsverteilung 7 € POSS(Q2) mit (Vw € Q : m(w) € ¢o(w)) die zu-
grundegelegten Beschriankungen erfiillt, brauchen wir ein Metakonzept possibilistischen
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Schliefens, um eine eindeutige Wahl von 7wy zu begriinden. Ein mogliches verniinf-
tiges Metakonzept ist das sogenannte Prinzip der minimalen Spezifizitdt. Es spielt
eine dhnliche Rolle in der Possibilitdtstheorie wie die Anwendung des Prinzips der
maximalen Entropie in der Wahrscheinlichkeitstheorie und gibt die Forderung des ge-
sunden Menschenverstandes wieder, dafl nur solche Werte ausgeschlossen werden soll-
ten, die unmoglich sind. Eine Anwendung dieses Prinzips liefert, dafi mo(w) fiir alle
w € € festgelegt werden mufl als der grofite Moglichkeitsgrad, der den gegebenen

Bedingungen geniigt. Das bedeutet, daB mo(w) = sup(co(w)). Man nennt eine Possi-

bilitdtsverteilung m € POSS(L2) mindestens so spezifisch wie eine andere Possibilitdts-
verteilung 7' € POSS(Q2) genannt wird, wenn (Vw € Q : 7(w) < 7'(w)) gilt. Da-
her ist my tatséchlich von minimaler Spezifizitdt unter allen Possibilitédtsverteilungen
7 € POSS(Q) die ¢ erfiillen und zwar in der Weise, daff (Vw € Q : m(w) € ¢o(w)) gilt.

Es sollte hervorgehoben werden, dafl die Forderung der Prinzips der minimalen Spezifi-
zitét verniinftig ist, wenn Sicherheitsangaben umzusetzen sind. Handelt es sich jedoch
um Moglichkeitsangaben, brauchen wir ein anderes Metaprinzip, das ausdriickt, dafl
alles, was nicht als moglich bekannt ist, vernachléssigt werden kann. Das motiviert ein

Prinzip mazimaler Spezifizitit und mo(w)  inf (co(w)).

Nachdem wir die Darstellung von unsicherer und impréziser Information iiber einen
unbekannten Wert wy € 2 mit Hilfe von Possibilitétsfunktionen 7y € POSS(S2) geklart
haben, wenden wir uns jetzt der Frage zu, wie man auf solchen Possibilitdtsverteilun-

gen operiert. Nehmen wir an, wy = (w(()l), e ,w((]n)) € () sei ein Tupel von einzelnen

Attributwerten w(()i) € QW i =1,...,n, von denen jeder imperfekt beschrieben ist
durch eine Beschrinkungsfunktion ¢ : Q® — 93([0, 1]) mit durch die Forderung des
Prinzips minimaler Spezifizitét induzierter Possibilitatsverteilung 7T(()Z) € POSS(Q®).

Sei eine Abbildung ¢ : X Q® — Q' gegeben. Wir betrachten die Berechnung der

zugehorigen Beschrankungsfunktion ¢ : Q" — ([0, 1]) fiir ¢(wp), und ihrer induzierten

Possibilitétsverteilung, beschrieben durch @(Wél), . ,W[()n)). Da ¢ keine Information

iiber w(()j), j # 1, enthélt, kann sie zu einer Beschrinkungsfunktion fiir wy erweitert

werden:

G - Q - %([07 1])7

c(w®, . w0, (3.6)
Die Konjunktion der Beschrankungen ergibt
c: Q — PB([0,1]),
(3.7)

c(w® ... wm) 2 M @ (w®).
i=1

Sie driickt aus, dal my(w) € c(w) erfiillt sein muBl. Da aus my(w) € c(w) genau

oV, miy e dpwl?, ..., wiM)) folgen sollte (und nichts anderes), ist
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d:Q = P(0,1]) gegeben durch -
dw) = JHew)|weQand o' = p(w)}. (38)
Unter Beriicksichtigung des Prinzips der minimalen Spezifizitdt erhalten wir
p(mg? . mg ) (W)
= sup(c'(«')) (3.9)
= sup{min{rg” (@), 75" (W")}) |
(WD, .., w™) e Qand pw, ... w™) =w}, (3.10)

d.h. das wohlbekannte FExtensionsprinzip, das fiir Fuzzy-Mengen bereits in Abschnitt 2.4
vorgestellt wurde.

Es ist zu beachten, dal die epistemische Sicht einer normalen Fuzzy-Menge
o € Fn(Q) als Possibilitdtsverteilung fiir wy bedeutet, daf die Akzeptanzgrade
mo(w) = acc(w gehort zu mg) als Moglichkeitsgrade mo(w) = Moglichkeit(w = wy) inter-
pretiert werden miissen. Tatséchlich stimmt

(xS, ai) (W) = Mbglichkeit(w' = o(wl”, ..., wi))
= acc(w' gehort zu p(x§”, ... 7))
iiberein mit der Motivierung aus Abschnitt 2.4. Dennoch mufl hervorgehoben werden,
dafl das Extensionsprinzip fiir Fuzzy-Mengen durch die Wahl eines anderen Paares von
zugrundeliegender t-Norm und ¢-Conorm modifiziert werden kann, wihrend (min, max)
die einzigmogliche Wahl ist, wenn man von der Semantik einer Possibilitdtsverteilung
und dem Prinzip der minimalen Spezifizitat ausgeht.

3.2 Konzeption eines Expertensystems
fiir possibilistische Daten

Eine wichtige Anwendung der im vorhergehenden Abschnitt entwickelten Konzepte ist
das possibilistische Schlieffen in wissensbasierten Systemen. Sei wy € (2 der unbekann-
te aktuelle Zustand eines betrachteten Objektes. {2 kann als das kartesische Produkt
Q = X;_,Q® der Wertebereiche der zur Beschreibung von w, gewihlten Attribute
A aufgefaBt werden. Wir nehmen daher an, da8 wy ein n-Tupel (w(()l), e ,w((]n)) von

Attributwerten w(” € Q0 i =1,... n, ist.

Die Theorie des approximativen Schlieffens, wie sie von L.A. Zadeh vorgeschlagen wur-
de, ist eine Methodologie zur Darstellung imperfekten Wissens iiber wy durch Possibi-
litdtsverteilungen und zur Auffindung moglichst genauer Beschreibungen der einzelnen
Attributwerte w)’.
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Das Hauptziel der kommenden Abschnitte wird es sein, die mathematische Modellie-
rung einer Klasse von Expertensystemen vorzugeben, in denen generelles Experten-
wissen iiber einen Weltausschnitt mit Hilfe von Possibilitédtsverteilungen représentier-
bar ist. Dem Anwender eines solchen Systems soll es ermoglicht werden, anwendungs-
abhéngige, ebenfalls durch Possibilitdtsverteilungen darstellbare Beobachtungen des
bestehenden Zustandes des Weltausschnittes als Fakten zu einzubeziehen und die bei
Beriicksichtigung der vorhandenen Wissensbasis resultierenden Schlufifolgerungen iiber
diesen Zustand durch Verwendung eines geeigneten Inferenzmechanismus zu bestim-
men.

Ist wy € Q der interessierende Zustand, ¢ € POSS(Q2) die Darstellung des gene-
rell iiber Objektzustinde dieses Weltausschnittes vorliegenden Expertenwissens und
e € POSS(Q)) die dariiber hinaus vorhandene Représentation einer speziellen Beob-

achtung von wy, so wird sich das a priori iiber wy gegebene Wissen ¢ aufgrund von &
def
bei konjunktiver Verkniipfung von ¢ und € zu QgEe min{p, e} spezialisieren lassen. Man

bezeichnet p auch als die zugrunde liegende Wissensbasis und € als Fvidenz beziiglich
wp. Wenn p und e einander nicht widersprechen, wird auch p. wieder eine Possibi-
litdtsverteilung iiber €2 sein. Es gilt (Vw € Q@ p.(w) < o(w)), d.h., g. ist mindestens so
spezifisch wie o und damit auch mindestens so informativ, was die unscharfe Beschrei-
bung von wy betrifft.

Definition 3.5 Es seien m,m € POSS(Q) zwei Possibilititsverteilungen tiber einem
beliebigen Universum ). m heifit mindestens so spezifisch wie 7y (i.2.: m C my),
wenn fir alle w € Q die Ungleichung m(w) < mo(w) erfillt ist.

Gilt aufferdem m % 9, so nennt man m spezifischer als my (i.2.: m C 7).

Die uns beschéftigenden Expertensysteme sind der Einfachheit halber dadurch einge-
schriankt, daf} sie keine Konzepte zur Modifikation der Struktur des Expertenwissens
(sogenannte allgemeine Belief-Revision-Konzepte) einbeziehen, sondern lediglich dazu
dienen, die Spezialisierung des iiber einen zu betrachtenden Objektzustand wy a priori
zur Verfiigung stehenden (statischen) Expertenwissens mit Hilfe von Evidenzen vorzu-
nehmen. Man spricht in einem solchen Fall auch von der Fokussierung des Wissens iiber
wg durch die herangezogenen Evidenzen. Aus diesem Grund werden wir die von uns zu
entwerfenden Expertensysteme kurz als possibilistische F-Ezxpertensysteme bezeichnen.

Im folgenden reduzieren wir unsere Untersuchungen zunéchst auf den Spezialfall sol-
cher F-Expertensysteme, die mit imprézisen Daten umgehen kénnen. Diese Systeme
erlauben es, einen Zustand wy € €2 auf der Basis unvollstédndiger Informationen iiber
wo mit Hilfe einer Untermenge E C (Q, fiir die wy € E vorausgesetzt wird, imprézise
zu beschreiben. Ein Spezialfall liegt offenbar deshalb vor, weil man E auch als Possi-
bilitdtsverteilung 1 € POSS(2) interpretieren kann.

Welche prinzipiellen Struktur die im weiteren Verlauf zu behandelnden Expertensyste-
me aufweisen sollen, verdeutlichen wir anhand des folgenden motivierenden Beispiels.
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Beispiel 3.6 Wir betrachten eine Wissensbasis, die zustédndigen Behorden und mogli-
che MaBnahmen bei Olverschmutzungen von Gewéssern beschreibt. Der zu modellie-
rende Weltausschnitt bezieht sich auf die drei Attribute Verschmutzungsort, zustindige
Behérde und Mafinahme mit den ihnen zugeordneten Wertebereichen

Qo 9 Dom( Verschmutzungsort) o {23, 220, 21, ka, td, ld},
02 Dom(zustéindige Behorde) «f {fw, ha,wp, gs},
0® € Dom(MaBnahme) = {vw,rg, ge, fn}.

Als Verschmutzungsorte unterscheiden wir offene See (z3), 12-Meilen-Zone (z2), 3-Mei-
len-Zone (z1), Kanal (ka), Tankdock (td) und Ladedock (Id). Wir nehmen an, dafl
die Zusténdigkeiten im Falle auftretender Verschmutzungen bei der Feuerwehr (fw),
der Hafenaufsicht (ha), der Wasserschutzpolizei (wp) und dem Grenzschutz (gs) liegen.
Die moglichen Mafinahmen sind das Aussprechen einer Verwarnung (vw), das Erstellen
einer Rechnung (rg), das Verhingen einer Geldstrafe (ge) und die Durchfiihrung einer
Festnahme (fn).

Das Universum Q = QM x Q) x Q®) besteht aus allen a priori zugelassenen Zustdinden
(Elementarereignissen) innerhalb des Weltausschnittes. Das Element (z2, gs,vw) € 2
driickt z.B. aus, dafl das Erteilen einer Verwarnung durch den Grenzschutz in der 12-
Meilen-Zone ein mogliches Elementarereignis darstellt und damit auch in einem zu
untersuchenden Fall von Olverschmutzung auftreten konnte. Aber nicht alle der in
enthaltenen Tripel sind mit unserem Hintergrundwissen vereinbare Elementarereignis-
se. So wird die Feuerwehr prinzipiell niemanden festnehmen, d.h., (z3, fw, fn) gehort
zu den von uns nicht akzeptierbaren Zustédnden.

Nach der durch die Wahl von © = QM x Q@ x QG vorgenommenen groben for-
malen Strukturierung des betrachteten Weltausschnittes besteht die zweite Phase des
Entwurfs unseres einfachen Expertensystems darin, Hintergrundkenntnisse iiber diesen
Weltausschnitt einzubeziehen und die durch dieses Wissen induzierte Menge R C () der
a posteriori moglichen bzw. erlaubten Zustéinde zu bestimmen. Werden sehr viele At-
tribute betrachtet, so wird R in der Praxis von einem Experten nicht direkt angegeben,
sondern resultiert aus Expertenaussagen (Regeln), die Relationen auf den Werteberei-
chen einer Auswahl aller auftretenden Attribute festlegen. In unserem Beispiel moge
ein Experte die nachfolgenden Regeln beziiglich Verschmutzungsort und zusténdiger
Behorde aufgestellt haben:

(R1) Allein der Grenzschutz ist zusténdig fiir die offene See und die 12-Meilen-Zone.
(R2) Der Zustandigkeitsbereich der Hafenaufsicht beschrankt sich auf die Dockanlagen.

(R3) Die Wasserschutzpolizei und der Grenzschutz besitzen keine Kompetenz fiir die
Dockanlagen.

(R4) Der Grenzschutz ist nicht fiir den Kanal zusténdig.
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R*| fw ha wp gs
23 o o o °
2z9 | © o o e
z1 | e o e o
ka | e o ° o
td | o ° o o
Id | e ° o o

Tabelle 3.1: Eine Relation zwischen Verschmutzungsorten und zustdndigen Behorden

(Rs5) Die Hafenaufsicht hat die exklusive Zusténdigkeit fiir das Tankdock.

(Rg) Die Feuerwehr besitzt keine Ausriistung fiir Einsétze auf offener See.

Jede der hier aufgefithrten Regeln legt eine Relation R; € QM) x Q®) fest. Die Regel
(Rs3) fiihrt beispielsweise auf

Ry = QW x O\ {(td, wp), (id, wp), (td, g5), (Id, gs)} .
Setzen wir voraus, dafl alle Expertenaussagen wahr und daher konjunktiv verkniipfbar
sind, so liefert die Bildung des mengentheoretischen Durchschnitts der zugehoérenden
Relationen

R* - leRgmmRﬁ

die durch unsere sechs Regeln induzierte Relation zwischen den Wertebereichen der
Attribute Verschmutzungsort und zusténdige Behorde. Tabelle 3.1 zeigt die Darstellung
von R*.

Enthélt ein Tabellenfeld das Zeichen o, so ist das entsprechende Paar von Attributwer-
ten mit dem durch R* spezifizierten Expertenwissen unvereinbar. Das Zeichen e zeigt
dagegen an, dafl das Paar aufgrund des Expertenwissens nicht ausgeschlossen werden
kann und daher solange als moglich angesehen werden muf3, bis es im Widerspruch zu
einer bei einem etwaigen Belief-Revision-Prozefl der Wissensbasis neu hinzukommen-
den oder modifizierten Regel steht.

Durch Erweiterung von R* auf ) gelangen wir zu der Menge
{(w(l),w(2),w(3)) € Q| (wh,w?) e R*} cQ
der mit den formulierten Regeln vereinbaren Zusténde innerhalb unseres Weltausschnit-

tes.

Wir ziehen noch weiteres Expertenwissen hinzu, das aus Angaben iiber Behérden und
die ihnen zur Verfiigung stehenden Mafinahmen zuldt und mit Hilfe der in Tabelle 3.2
angegebenen Relation R** C Q) x QO reprisentierbar sein moge.
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R* lvw rg ge fn
fw | o ° ° o
ha | o e o o
wp| o e e e
gS [ ] O O O

Tabelle 3.2: Eine Relation zwischen zustdndigen Behérden und Mafinahmen

Nach Einbeziehung von R** erhalten wir schlieBlich mit

RE {(,0?,u®) € 2] (V,0?) € R A (0?,0) € R}

die Wissensbasis unseres Expertensystems. Sie kann dazu benutzt werden, das be-
ziiglich einer aufgetretenen Olverschmutzung vorliegende (imprézise) Datenmaterial
zu préazisieren.

Seien etwa die folgenden Fakten (durch Beobachter festgestellte Fvidenzen) tiber einen
Ungliicksfall bekannt:

(Ey) Die Wasserschutzpolizei war nicht involviert.
(E5) Der Unfall fand entweder im Kanal oder am Tankdock statt.
(E1) und (Es) lassen sich wie folgt formalisieren:
Q&N {wp},
def

Eg = {ka, td}

def
E, =

Die Menge der mit (£;) und (E>) vereinbaren Zustande ist daher

EY {(w(l),w@),w(?’)) cQlw?ecE A e EQ}.
Um aus R und E Schluflfolgerungen ziehen zu kénnen, setzen wir die Giiltigkeit der
Closed World Assumption voraus, nach der es einen dem betreffenden Ungliicksfall
in unserem Weltausschnitt entsprechenden Originalzustand wy = (wél),wéQ),w((]3)) e
geben muf}. Fiir ihn gilt wy € RN E und folglich

W e {ka,td},

wy) € {fw,ha},

W) e {rg, ge}.
Die Olverschmutzung trat also im Kanal oder am Tankdock auf (diese Information
entspricht Es). Es war die Hafenaufsicht oder die Feuerwehr involviert; die ergriffene
MafBnahme bestand in der Erstellung einer Rechnung oder im Verhéngen einer Geld-
strafe (diese Informationen gehen iiber F; hinaus und sind auf das Einbeziehen der
Wissensbasis zuriickzufiihren). O
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Aus Beispiel 3.6 ist ersichtlich, da} wir zur Repréasentation von Expertenwissen und
Benutzerevidenzen, aber auch zur eleganten Darstellung des anzuwendenden Inferenz-
mechanismus Produktriaume und sie betreffende Operationen bendtigen. Die folgenden
Definitionen fiithren die entsprechenden Begriffe und die zugehérende Symbolik ein.

Definition 3.7 Eine Familie U = (29);cn, nichtleerer Wertebereiche QW i = 1,

. . . . def L
...,n,n € N, heift Universum der Dimension n. N, = {1,2,....n} ist die diesem

Unwversum zugeordnete Indexmenge.

Fiir jede nicht-leere Indexuntermenge I C IN,, definieren wir den Produktraum
def i
QFE X, 00,

Fiir den Produktraum QNr schreiben wir abkiirzend auch nur €.

Bemerkung 3.8 Es sei [ = {iy,i2,...,0p} mit i; < iy < ... < ipund 0 < m < n
eine Indexuntermenge von IN,. Jedes Element w € Q! 1i8t sich durch ein m-Tupel
(w(il), e ,w(im)) reprisentieren, fiir das w® € QW € I, gilt. O

Definition 3.9 Es sei U = (29);cn, ein Universum der Dimension n. Auferdem
seien C, S und T Indexuntermengen von IN,,, die den Bedingungen T = SUC, SNC' = ()
und S # () geniigen.

(a) reds : QT — Q5
redg(wT) = w? with (W es: (WS)(Z') _ (wT)(¢)>
heifit punktweise Projektion von Q7 auf Q°.
(b) I - PQT) —  POQ°),
M§(A) = {ws c %I € A:redi(WT) = ws}
nennt man die Projektion von QT auf Q.
(c) T - POS) — PO,
m5B) = {w' el |redf(w’) € B}

wird als zylindrische Extension von Q° auf QT bezeichnet.

Uns stehen jetzt die formalen Hilfsmittel zur Verfiigung, um das mathematische Modell
fiir Expertensysteme des in Beispiel 3.6 angegebenen Typs einschliefllich des bei ihrer
Anwendung auf Benutzerevidenzen auszufithrenden Inferenzmechanismus allgemein zu
beschreiben. Die Definition und Applikation dieser Expertensysteme besteht aus vier
konzeptionell voneinander zu trennenden Phasen.

In der ersten Phase fithrt die von einem oder mehreren Experten eingeleitete Wissens-
akquisition zur Vereinbarung der fiir den zu modellierenden Weltausschnitt wichtigen
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Attribute XM, X®  X® n € N, mit den ihnen zugeordneten Wertebereichen
QW Q@ . QM Durch Vorgabe des Universums U = (Q);en, ist die Reprisenta-
tionsstruktur fiir das Expertenwissen festgelegt. = QN+ bildet dabei die Menge aller
a priori moglichen Zustidnde des betrachteten Weltausschnittes.

Die zweite Phase dient der Formulierung von Regeln, die auf der Basis des Experten-
wissens generelle Abhdngigkeiten zwischen den Wertebereichen der beteiligten Attribu-
te XM, X® . X® zum Ausdruck bringen. Die einzelnen Regeln Rj,j=1,...,1,
[ € IN, werden normalerweise nicht alle Attribute betreffen, sondern sich lediglich auf
die durch eine Indexmenge M; C IN,, geringer Kardinalitét identifizierten Attribute
X i € M; beziehen.

R; ist daher als Untermenge des (niederdimensionalen) Produktraumes Q" reprisen-
tierbar. Da R; keinerlei Informationen {iber die nicht durch M, indizierten Attribute
enthélt, besteht f[lf/[j (R;) aus allen mit der Regel R; vereinbaren Zustédnden des zu
modellierenden Weltausschnittes. Regeln, die sich auf dieselbe Indexmenge beziehen,
lassen sich ohne Schwierigkeiten durch Schnittbildung der sie représentierenden Rela-
tionen zu einer einzigen Regel zusammenfassen. Wir setzen aus diesem Grund voraus,
daB wir zur Angabe der Wissensbasis ein endliches System von Regeln Ry, ..., R; mit
R; CQMi j=1,...,1, wihlen, deren Indexmengen M, paarweise verschieden (im all-

M;

1
gemeinen aber nicht paarweise disjunkt) sind und der Bedingung (J M; = IN,, gentigen.
j=1
Diese Bedingung stellt sicher, dafl das zu représentierende Expertenwissen auch alle At-

tribute umfat. Um partielle Abhéngigkeiten zu vermeiden, verlangen wir auflerdem,
dafl keine Indexmenge in einer anderen enthalten sein darf.

Definition 3.10 Es sei IN,, die Indexmenge eines Universums U. Fine Menge
M = {My,Ms,.... My} mit ) # M; C N,, 7 =1,...,1, 1 € N heifst Modulari-
sierung von IN,,, wenn gilt:

!
(a) U M; =N,
j=1
(b) Vi,j € Ny i j= M; £ M;.

Wir gehen davon aus, dafl sdmtliche Expertenaussagen absolut zuverléssig sind und
daher konjunktiv miteinander verkniipft werden diirfen. Diese Voraussetzung legt die
folgende Definition nahe.

Definition 3.11 Es sei U = (Q);cn, ein Universum der Dimension n und M eine
Modularisierung von IN,,.

RU,M) = {RM | M € M} mit RM C QM heifit Regelsystem beziiglich U und M,

def ~
R= [\ Iy (RY)
MeM

die von R(U, M) induzierte Wissensbasis.
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Nach der Wissensakquisition und -reprasentation folgt in der dritten Phase die Anwen-
dung der vorliegenden Wissensbasis auf konkrete Problemstellungen. Es werde geméf
der Closed World Assumption davon ausgegangen, dafl es im Zusammenhang mit der
jeweiligen Anwendung einen Objektzustand gibt, der dem Tupel (wél), e ,w(()n)) e Q
entspricht. Des weiteren setzen wir voraus, dafl der Benutzer der Wissensbasis seine
eigenen Beobachtungen der Attributwerte w(()l), i=1,2,...,n, als FEvidenzen (Fakten)
E® C QU darstellen kann. Genau wie die Experten moge auch der Benutzer nur
korrekte Angaben machen, so dafl wéz) € EW i=1,...,n, als wahr angenommen wer-
den darf. Im giinstigsten Fall enthélt £ @) nur ein einziges Element, was einer prizisen
Beobachtung von w(()l) entspricht. Im ungiinstigsten Fall 1a8t E® = Q) keinerlei Re-
striktionen fiir w(()i) zu und spiegelt damit die totale Unkenntnis dieses Attributwertes
wider. Auf analoge Weise, wie die in der zweiten Phase aufgestellten Regeln Ry, ..., R;
die Menge der aufgrund des Expertenwissens moglichen Objektzustinde R induzie-
ren, legen die Evidenzen E die Menge E der anwendungsbezogen aus Benutzersicht
moglichen Objektzustéande fest.

Was die vom Benutzer eingebrachte Evidenz betrifft, so wollen wir die Verallgemeine-
rung vornehmen, daf er nicht nur eindimensionale Beobachtungen E® C Q® i € IN,,,
sondern auch Beziehungen zwischen Attributen verwenden darf. Dies muf3 allerdings in
dem Rahmen geschehen, der mit der Aufstellung des Regelsystems verbundenen Modu-
larisierung M festgelegt ist, d.h., daBl Evidenzen keine neuen kausalen Abhéangigkeiten
zwischen Attributen herstellen.

In einem vom Benutzer spezifizierten System von Evidenzen Ei, k=1,...,m, m € IN,
mit E, C QM () # N, € N, mufl daher fiir alle M € M und alle k € {1,...,m}
gewihrleistet sein, dafl entweder N, C M oder N,NM = () gilt, d.h., die den Evidenzen
E}. zugeordneten Indexmengen bilden eine zu M kompatible Partitionierung von IN,,.

Definition 3.12 Es sei U ein n-dimensionales Universum und M = {M, ..., M;}
eine Modularisierung von IN,,.

FEine Partitionierung N = {N1,..., Ny}, 0 # Ny € N,,, k = 1,...,m, von N,
heifft kompatibel zu M, wenn fiir jedes M € M eine Untermenge N* C N wvon
Partitionen existiert, so daff M = \U{N | N € N*} gilt.

Definition 3.13 Es sei U = (Q9);cn, ein n-dimensionales Universum, M eine Mo-
dularisierung von IN,, und N eine zu M kompatible Partitionierung von IN,,.

EUN) = {EN | N € N} mit EN C QY heifit Evidenzsystem beziiglich U und N,

ol NQN - (BY)

die von E(U, N') induzierte totale Evidenz.

Wir kommen nun zur abschlieBenden wvierten Phase, in der ein Benutzer des Exper-
tensystems die Wissensbasis R und eine anwendungsinduzierte totale Evidenz E dazu
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verwendet, Schluflfolgerungen zu ziehen, d.h. durch Ausfiihren eines Inferenzmechanis-
mus den durch R und E (imprézise) beschriebenen Objektzustand (w(()l), . ,w(()")) SO
genau wie moglich zu bestimmen. Der Benutzer wird vor allem an moglichst genauen
Angaben iiber die einzelnen Attributwerte w((f) interessiert sein, also an den Mengen
k@ = Hg;(R N E), die wir als i-te Restriktionen bezeichnen wollen. Zusammengefafit

ergibt sich die folgende Definition eines F-Expertensystems:

Definition 3.14 Fin F-Expertensystem X ist ein Quadrupel (U, M, N, R(U, M))
mit n-dimensionalem Universum U = (Q9)iex,, Modularisierung M von IN,, zu
M kompatibler Partitionierung N von IN,, und Regelsystem R(U, M). Ist R die von
R(U, M) induzierte Wissensbasis und E die von einem Evidenzsystem E(U,N') indu-
zierte totale Evidenz, so nennen wir

def

o (X, EU,N)) =RNE
den Zustand von X beziiglich £E(U,N),
;) def n .
KO = HE} (o(X,EU,N))), i=1,...,n,

die i-ten Restriktionen von o (X, E(U,N)).

Beispiel 3.6 (Fortsetzung) Mit den neu hinzugekommenen Definitionen kénnen wir
das eingangs dieses Abschnittes angesprochene Expertensystem zur Betrachtung von
zusténdigen Behorden und maglichen Mafinahmen bei Olverschmutzungen von Gewiis-
sern etwas genauer beschreiben:

1. Phase: Festlequng der Reprisentationsstruktur

Es wurde ein Universum (Q®);cn, mit den Wertebereichen Q1) Q2 Q©)
der Attribute Verschmutzungsort, zustindige Behérde und Mafinahme vor-

gegeben.
2. Phase: Erstellen der Wissensbasis
Die vom ersten Experten formulierten Regeln Ry, ..., Rg beziehen sich auf
def

die Indexmenge M; = {1, 2} und wurden daher zu einer Regel R = R* C
OM1 zusammengefafit. Die Aussagen des zweiten Experten fiihrten auf die
Regel RM: & R € QM mit M, = {2,3}. Die durch R™ und RM be-
stimmte Wissensbasis ist demnach

~ 1123 ~ 01,23
R:H}LQ}}(RMl) N H}z,:&}}(RMQ)-

3. Phase: Anwendungsabhdingige Angabe einer totalen Fuvidenz

Anhand der vom Benutzer vorgegebenen Fakten zu einer konkret aufgetre-
tenen Olverschmutzung ermitteln wir die folgenden Einschrénkungen:
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EW = {ka,td} (resultiert aus (FEy)),
E® = {fw, ha,gs} (resultiert aus (E)),
EG) =Q6) (keine Information iiber die ergriffene Mafinahme).

Die durch EM, E® und E® beschriebene totale Evidenz ist also

~ 11,23 i
E= () 0y**E®).
i€{1,2,3}

4. Phase: Inferenzmechanismus ausfithren
Fiir die i-ten Restriktionen ergibt sich £ = HE]:Q’?’}(R NE),i=1,2,3, und
damit
kY = {ka,td},
K? = {fw, ha},

(3 {rg, ge}.

Unser Expertensystem 148t sich unter Heranziehung der bisher innerhalb des
Beispiels benutzten Symbolik wie folgt angeben:
X =UMN,RU,M)) (F-Expertensystem),
U = (QD)ien, (Universum),
M = {{1,2},{2,3}} (Modularisierung),
N ={{1}, {2}, {3}} (
RU, M) = {RU R} (

zu M kompatible Partitionierung),
Regelsystem).

In der Anwendung wurden unter Verwendung des Evidenzsystems &(U,N) = {E(l),
E® E®} die i-ten Restriktionen £, i = 1,2, 3, bestimmt. O

F-Expertensysteme sind auf das Fokussieren imprazisen Wissens ausgerichtet. Als Ver-
allgemeinerung lassen sich problemlos possibilistische F-Expertensysteme X =
U, M, N, R(U, M)) einfiithren. In ihnen besteht das Regelsystem R(U, M) nicht aus
gewohnlichen Relationen RM C QM M € M, sondern aus Possibilitdtsverteilungen
oM € POSS(QM), die jeweils eine unscharfe Beziehung (eine possibilistische Relation)
zwischen den Werten der durch die Indexmenge M ausgewéhlten Attribute beschrei-
ben. Auf analoge Weise werden Evidenzsysteme £(U, N') mit possibilistischen Eviden-
zen eV € POSS(QY), N € N, in die Betrachtungen einbezogen. Dabei ist ¢ eine
Possibilitdatsverteilung fiir die durch NV indizierten Attributwerte eines zu beschreiben-
den Objektzustandes wy € 2. Wie bei den F-Expertensystemen geht es darum, mit
Hilfe des durch R(U, M) allgemein iiber wy vorhandenen Wissens und der situati-
onsabhéngig hinzukommenden, speziell auf wy bezogenen Evidenzen aus (U, N) die
spezifischste der mit diesem Gesamtwissen vereinbaren Possibilitéitsverteilungen zur Be-
schreibung von wy zu ermitteln. Diese Possibilitéitsverteilung o (X, (U, N)) wird auch
als Zustand von X beziiglich £(U, N') bezeichnet. Um o (X, E(U,N)) aufzufinden, sind
einige Voriiberlegungen notwendig:
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Es sei M € M eine Indexmenge und oM die ihr zugeordnete Possibilititsverteilung aus
dem Regelsystem R (U, M). o™ sagt nichts iiber die durch IN,, \ M indizierten Attribute
aus. Soll also der Objektzustand wy mit Hilfe einer Possibilitédtsverteilung o iiber €2
anhand von o unscharf beschrieben werden, so mu$ fiir alle w, w’ € Q mit w # &’ und
red (w) = red}y (W) stets o(w) = p(W') = oM (redljff (w)) gelten, da anderenfalls o™
einen unbeabsichtigten Einfluf} auf die Possibilitdtsgrade von Werten der durch IN,, \ M
indizierten Attribute nehmen wiirde. Die eindeutig bestimmte Possibilitdtsverteilung o
nennt man die zylindrische Extension von o™ auf €.

Definition 3.15 Es sei U = (Q9);en, ein n-dimensionales Universum, M eine In-
dexmenge mit ) = M C IN,, und ext]\N[ die durch

extNr : POSS(QY) — POSS(Q),

exthr (1) (w) O (red?f (w)) :

definierte Abbildung. Fiir m € POSS(QM) heift extYy () die zylindrische Extension
von 7 auf ().

Wir benutzen zylindrische Extensionen, um die durch das Regelsystem R(U, M) in-
duzierte Wissensbasis ¢ anzugeben. Fiir R(U, M) = {o™ | M € M} erhilt man

0 = min {extlf/[”(gM) | M e ./\/l}, (3.11)

wobei der min-Operator die im Sinne des Extensionsprinzips und des Prinzips mini-
maler Spezifizitéit zur konjunktiven Verkniipfung der auftretenden Possibilitatsvertei-
lungen exthy (o™) gewihlte t-Norm ist.

Wihrend ext}f (™) € POSS(R) stets erfiillt ist, muB die Normalisiertheitseigenschaft
allerdings nicht notwendigerweise auch fiir die resultierende Wissensbasis o gelten. Ist
o allerdings eine Possibilitatsverteilung, so bezeichnen wir diese Wissensbasis als wi-
derspruchsfrei.

Definition 3.16 Es sei U = (Q);cn,, ein Universum der Dimension n und M eine
Modularisierung von IN,,. Wir bezeichnen RU,M) = {o™ | M € M} mit o™ €
POSS(QM) als possibilistisches Regelsystem beziiglich U und M und die Funktion
0:Q — [0,1],
def . N M
o(w) = min {extM”(Q Jw) | M € /\/l}

als die von R(U, M) induzierte possibilistische Wissensbasis. R(U, M) heifst genau
dann widerspruchsfrei, wenn o € POSS(Q2) gilt.

Auf vollig analoge Art 148t sich der Begriff der totalen Evidenz wie folgt auf Possibi-
litdtsverteilungen verallgemeinern:
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Definition 3.17 Es sei U = (Q®),cn, ein n-dimensionales Universum, M eine Mo-
dularisierung von IN,, und N eine zu M kompatible Partitionierung von IN,,.

EUN) = {eN | N € N} mit eV € POSS(QY) heifit possibilistisches Evidenzsy-
stem beziiglich U und N, die Funktion

e:Q — [0,1],
ew) & min{extN"(gN)(w)]NEN}

die von E(U,N') induzierte totale Evidenz.
EWU,N) wird genau dann widerspruchsfrei genannt, wenn ¢ € POSS(Q) erfillt ist.

Der vom allgemeinem Wissen (d.h. R(U, M)) und dem situationsabhéngigen zusétzli-
chen Wissen (d.h. £(U, N')) abhéngende Zustand o (X, E(U, N')) eines possibilistischen
F-Expertensystems X ergibt sich als konjunktive Verkniipfung der Wissensbasis ¢ mit
der totalen Evidenz ¢, d.h.

o (X, E(U,N)) = min{p,e}. (3.12)

Falls o (X, E(U,N)) & POSS(Q) gilt, zeigt dies die Inkonsistenz von R(U, M) und
EU,N) an. Andernfalls a8t sich o (X,E(U,N)) auswerten, indem die i-ten Restrik-
tionen £ von o (X, E(U, N')) bestimmt werden, also die Projektionen der Possibilitzits-
verteilung o (X, U, N)) auf die Wertebereiche Q@ i = 1,..., n. Dies geschieht ein-
fach durch Anwendung des Extensionsprinzips auf die Projektionsabbildungen redl{\g‘.

Definition 3.18 Es sei U = (Q9)cn, ein n-dimensionales Universum, M eine In-
dexmenge mit ) = M C IN,, und projljf[ die durch

projhy : POSS(Q) — POSS(QM),

projhy (m)(w) b sup {71'(&)/) lw'eQ N w= redﬁ"(w’)}.

definierte Abbildung. Fiir 1 € POSS(Q) nennt man proj\y (r) die Projektion von 7
auf QM.

Die i-te Restriktion von o (X, E(U,N)) ist demnach

KO = projg’}f (o (X, EU,N))). (3.13)

Ist wy € Q ein durch R(U, M) allgemein und durch EU, N') speziell beschriebener
Objektzustand, so ist £ die spezifischste der mit R(U, M) und (U, N) vereinba-
ren Possibilitdtsverteilungen, die den Attributwert redl{\%}(wo) unscharf beschreiben.
Zusammenfassend kommen wir zur nachstehenden Definition eines possibilistischen
F-Expertensystems.
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Definition 3.19 Unter einem possibilistischen F-Expertensystem X wversteht
man ein Quadrupel X = (U, M,N,RU, M)) mit n-dimensionalem Universum
U = (QD)en,, Modularisierung M von IN,,, zu M kompatibler Partitionierung N
von IN,, und widerspruchsfreiem possibilistischem Regelsystem R(U, M) beziiglich U
und M. Ist o die von R(U, M) induzierte possibilistische Wissensbasis und ¢ die von
einem beziiglichUU und N gewdhlten widerspruchsfreien possibilistischen Evidenzsystem
EU,N) induzierte totale Fvidenz, so heifit die Funktion

(X, EU,N)):Q — [0,1],

def

o (X,EU,N))(w) = min{ow),e(w)}

der Zustand von X beziiglich EU,N). o (X,EU,N)) wird genau dann konsistent
genannt, wenn er eine Possibilititsverteilung tiber ) ist. Schlieflich bezeichnen wir
die aus konsistentem o (X,E(U,N)) bestimmbaren Possibilititsverteilungen x¥ €

POSS(Q®) mit
i t N, .
ROw) = projiy (o (X, EUND) @), i=1,2,....m,

als die i-ten Restriktionen von o (X, E(U,N)).

Beispiel 3.6 (Fortsetzung) Wir modifizieren X = (U, M, N, R(U, M)) in ein sehr
einfaches possibilistisches F-Expertensystem, indem wir folgendes Regelsystem benut-
zen:

R(U, M) o {Q{l’Q}, Q{2’3}}. Die beiden in ihm enthaltenen Possibilitéitsverteilungen
seien wie in Tabelle 3.3 vorgegeben.

Es handelt sich um ein widerspruchsfreies Regelsystem, da fiir die induzierte Wissens-
basis p zum Beispiel

0(z2, wp,bl) = min{ (extﬁéf’} (9{1’2}>) (22, wp, bl),
(extizi” (%)) (2 wp, )}

= min { g% (25, wp), o (wp,bl)}
= 1.

gilt.

Als Evidenzsystem betrachten wir E(U, N) = {1 2 B it e = e,

£ = T und in Tabelle 3.4 definierter Evidenz {1},

Trivialerweise ist auch die durch (U, N') induzierte totale Evidenz e widerspruchstrei.
Da beispielsweise o(zq, wp,rg) = (22, wp,rg) = 1 gilt, befindet sich X fiir EU,N) in
einem konsistenten Zustand o (X, E(U, N)), der den Objektzustinden (w1, wq,w3) €
die in Tabelle 3.5 aufgefiihrten Possibilitdtsgrade zuordnet.
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w2
Jw | ha | wp | gs Q{m}(wl, w)
d| 1 | 1]1]1
td| 1 |1 1|1
wi  ka|04]0 | 1|1
2110410 (08| 1
2104101 |1
zz| 11011
w3
vw | rg | ge| fn ot®¥ (wa, w3)
fw| 0 [ 1]1]0
wy ha| O] 11070
wp| 0|1 ]1]1
gs| 1 10|00

Tabelle 3.3: Darstellung von ot und pf?3}

w1 Hld‘td‘ka‘zl‘zﬂzﬂ
cWw)]ofoo3]or[1]0]

Tabelle 3.4: Reprisentation von e}
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w3
vw | rg | ge | fn o(X,EU,N))(ca,ws,ws)
03103] 0

fw
w2 ha
wp 0.3]10.3]0.3
gs 1031 0 [ 0|0

o O O
= o
@]
@]

w3
vw | rg | ge | fn o(X,EU,N))(21, w2, w3)
04104] 0

fw
w2 ha
wp 0.710.7]0.7
gs |07 0 | 0] O

o O O
= o
]
@]

Ws
vw | rg | ge | fn o(X,EU,N)) (29, wq, w3)
fw| 0 [04aloal o
) ha | 0 0 010
wp| 0 | 1 1|1
gs| 1 | 0] 0O

Tabelle 3.5: Bestimmung des Zustands o (X, E(U, N))

w1 Hld‘td‘ka‘zl‘@‘@)‘
kW) 0o]o03o7]1]0]

Wo ‘fw ha wp‘gs‘
KD (w) |04 0] 1] 1]

w3 ‘vw rg ge‘fn‘
KO(wg) | 111 ] 1]

Tabelle 3.6: i-te Restriktionen von o (X, E(U,N))
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Ist wp € 2 ein durch R(U, M) und E(U,N') possibilistisch beschriebener Objektzu-
stand, so lassen sich fiir seine Attributwerte w; = redg}ﬁm}(wo), 1 = 1,2,3, die in
Tabelle 3.6 angegebenen Possibilitétsverteilungen ermitteln.

Diese i-ten Restriktionen k) von o (X, £, N)) sind die spezifischsten Possibilitiits-
verteilungen, die man aus R(U, M) und EU,N) fir die Attributwerte von wy be-
stimmen kann. Die Verwendung noch spezifischerer Possibilitdtsverteilungen wére eine
tiiber R(U, M) und EU,N) hinausgehende, nicht zu rechtfertigende Spezialisierung
des beziiglich wy vorhandenen possibilistischen Wissens. O

3.3 Interpretation
possibilistischer Inferenzregeln

Bei unseren bisherigen Betrachtungen von (possibilistischen) F-Expertensystemen
U, M, N, R(U, M)) mit n-dimensionalem Universum U = (Q));cx, haben wir stets
bei der Darstellung der Wissensbasis direkten Bezug auf das zugrunde liegende Regelsy-
stem R(U, M) genommen und dabei implizit vorausgesetzt, daf der jeweilige Experte
die in ihm enthaltenen gewthnlichen Relationen RM C OM hzw. Possibilitéitsverteilun-
gen oM € POSS(OQM) vorgibt. In vielen Anwendungsbereichen wird jedoch eine andere
Art der Wissensreprisentation bevorzugt, die sich eines Systems konjunktiv verkniipf-
ter und im Sinne logischer Implikationen zu interpretierender Regeln bedient. Fiir den
Fall eines F-Expertensystems haben die dann auftretenden imprézisen Inferenzregeln
die Form

R; :if % in A; then (% in B;, j=1,...,r,

wobei A4; C Q% B; C QLmit ) #S; C N, und ) # T; C N, S;NT; = 0
vorausgesetzt wird.

Die Regel R; stellt eine Beziehung zwischen den Werten der durch die Indexmen-

gen S; und 7j indizierten Attribute her. £ sei eine Variable mit dem Wertebereich (2,
def def

¢% = redg"(€) und £ = redp” (€) ihre Projektion auf Q% bzw. Q7.

R; sagt aus, dafl fiir alle mit dieser imprézisen Inferenzregel vereinbaren Objekt-
zustiinde € € Q die Giiltigkeit von £% € A; auch die Giiltigkeit von 77 € B; nach sich
zieht. Ist allerdings €% € Q%\ A;, so erlaubt R; keine iiber ¢77 € Q% hinausgehende
spezialisierende Aussage beziiglich des Wertes von ¢75.

QSj UTj

Reprisentiert man R; als Relation auf , S0 ergibt sich

75iYT; oY 59T j
R; = (0754 ni " (By)) U TIg75(Q%\4))

A

= IZ7P(Q%\A;) U 11270 (B). (3.14)

LaBt sich in einem Anwendungsbeispiel das vorhandene Expertenwissen mit Hilfe im-
préziser Inferenzregeln und induziertem Relationensystem (R;)7_; formalisieren, so
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gilt fiir die Relationen RM, M € M, im Regelsystem R(U, M) des entsprechenden
F-Expertensystems:

RM = 11Y» (ﬂ f[lgjnUTj(Rj)) : (3.15)

J=1

Beispiel 3.6 (Fortsetzung) Um die bei auftretenden Olverschmutzungen zu beriick-
sichtigenden Beziehungen zwischen Verschmutzungsorten und zustédndigen Behorden
anzugeben, stellten wir insgesamt sechs umgangssprachlich formulierte Regeln auf. Ex-
emplarisch sei die Regel (R;) wiederholt:

(Ry) Allein der Grenzschutz ist zusténdig fiir die offene See und die 12-Meilen-Zone.
Auf die Notation impréziser Inferenzregeln iibertragen, 14t sie sich durch

Ry :  if Veschmutzungsort in {z3, 25}
then zustéindige Behorde in {gs}

bzw.
Ry : if &5 in A; then ¢ in By,

mit £ € Q, Sy = {1}, Ty = {2}, A1 = {23, 22} und B, = {gs} reprisentieren.
Analog erhalten wir die iibrigen Regeln:
R, . if zusténdige Behorde in {ha}
then Verschmutzungsort in {td,ld},

Rs :  if Verschmutzungsort in {td,ld}
then zusténdige Behdrde in Dom(zustédndige Behorde)\{wp, gs},

R, . if Verschmutzungsort in {ka}
then zusténdige Behdrde in Dom(zustédndige Behorde)\{ fw},

Rs :  if Verschmutzungsort in {td}
then zustéindige Behorde in {ha},

Rg .  if zusténdige Behdrde in {fw}
then Verschmutzungsort in Dom(Verschmutzungsort)\{z3}.

Der Ubergang zur relationalen Darstellung der imprézisen Inferenzregeln liefert z.B.
Ry = TR ({z, 22, 20 ka}) U T ({fw, ha})

— QN {(wp, td), (wp, Id), (fw, td), (fw, ld)}
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Alle aufgefiihrten Regeln beziehen sich auf die Indexmenge M; der Modularisierung
M == {Ml, MQ} mit M1 = {]., 2} und M2 = {2,3}

6
Wir berechnen schlieBlich R = N R;. Diese Relation wurde bereits in Tabelle 3.1
=1

(2

dargestellt. O

Nach der Einfithrung des einfachen Konzepts impréziser Inferenzregeln gehen wir jetzt
zum allgemeineren Fall eines Systems (R;)’_, konjunktiv verkniipfter possibilistischer
Inferenzregeln iiber, das in der Form

R :if €% is p; then 5 is vy,  j=1,...,r,

mit p; € POSS(Q%), v; € POSS(Q%) und 0 # S; CN,, 0 #T; CIN,, S;NT; =0
angegeben wird. Auch hier stellt die Regel R; eine Beziehung zwischen den Werten der
durch die Mengen S; und 7j indizierten Attribute her.

¢ ist eine Variable, die als Werte beliebige Possibilitédtsverteilungen {iber {2 annimmt.
Analog zu den imprizisen Inferenzregeln wollen wir mit €% und % die Projektionen
von & auf 2% bzw. Q7 bezeichnen, d.h., es soll £% = projgj" (€) und ¢5 = projIT\Ij" (&)
gelten.

Das in possibilistischen Inferenzregeln auftretende Symbol is dient als linguistische
Beschreibung des Operators C und ist daher als ,is as least as specific as® zu lesen.
Die Verwendung von is anstelle von T hat den Vorteil, daf§ auf diese Weise jede Regel
R; sehr anschaulich einen Teil des Expertenwissens widerspiegeln kann, sofern auch
&5, i, €5 und v; durch geeignete sprachliche Terme ersetzt und lediglich als deren
Interpretation betrachtet werden.

Im Sinne einer logischen Implikation sagt eine possibilistische Inferenzregel R; aus,
daf fiir alle mit ihr vereinbaren Objektzustdnde wy € €2 folgendes gelten soll: Ist
¢ € POSS(Q) eine wy unscharf beschreibende Possibilitéitsverteilung, so ist mit der
Giiltigkeit von &% C p; auch die Giiltigkeit von €75 C v; verbunden.

Fiir den Fall €% IZ p1; sagt die Regel explizit nichts Einschrinkendes iiber £77; implizit
kann jedoch fiir min{¢% u;} # 0 aufgrund der oben genannten Implikationsbezie-
hung durchaus eine iiber £ T 1,7, hinausgehende Spezialisierung von &% hervor-
gerufen werden. Anhand dieser Interpretationsgrundlage werden wir nun eine geeig-
nete Représentation possibilistischer Inferenzregeln R; durch Possibilitétsverteilungen
m; € POSS(Q%Y75) bestimmen. Dazu formalisieren wir als ersten Schritt die durch R;
festgelegten Bedingungen fiir den mit R; verbundenen Inferenzmechanismus.

Wenn wir die gesuchte Possibilitdtsverteilung 7; € POSS(Q°Y77) als possibilistische
Relation zur unscharfen Beschreibung der Projektion redgj"UTj (wp) eines zu beobachten-
den Objektzustandes wy € ) auffassen und die zu diesem allgemeinen Expertenwissen
beziiglich wy hinzukommende Beobachtung von redgj" (wo) mit Hilfe einer Possibilitéts-
verteilung €% € POSS(Q%) darstellen, dann soll der Inferenzmechanismus durch kon-
junktive Verkniipfung von £% und 7; eine méglichst spezifische Possibilitdtsverteilung



3.3. Interpretation possibilistischer Inferenzregeln 111

¢h e POSS(2%) fiir 1red¥jn (wo) hervorbringen. Hierbei ist natiirlich anzumerken, daf

&5 € POSS(Q%) nur dann immer gelten muf}, wenn %7 und 7; auf einen konsistenten
Zustand des entsprechenden possibilistischen F-Expertensystems fiihren.

Der Inferenzmechanismus beruht auf der partiellen Funktion
infer; : 0% x Q%Y QT

infer;(w,w')=

act [ red7” (W), falls red? 7 (w') = w (3.16)
undefiniert, sonst

und erzeugt unter Anwendung des Extensionsprinzips £%7 = irTfErj (&%, 75).

Um 7; zu ermitteln, greifen wir auf die geforderte Bedingung
Sty — Bicy (3.17)

zuriick. Mit Ausnahme unbedeutender Trivialfille ist m; durch diese Bedingung nicht
eindeutig bestimmt. Da aber £%7 C v; keinerlei Auskunft dariiber gibt, auf welche Art
&% gegebenenfalls spezifischer sein soll als v;, ist es verniinftig, nach der am wenigsten
spezifischen Possibilitdtsverteilung m; zu suchen, die im Zusammenhang mit dem be-
sprochenen Inferenzmechanismus die Bedingung (3.17) erfiillt. In unserem Fall haben
wir deshalb fiir 7; die Bedingung

zu fordern, was der Bedingung (3.17) fiir £% = p; unter Beriicksichtigung des Prinzips
minimaler Spezifizitdt entspricht.

Aus Satz 2.36(a), der sich, wie man seinem Beweis sofort entnehmen kann, von norma-
len Fuzzy-Mengen unmittelbar auf beliebige Possibilitdtsverteilungen iibertragen laf3t,
entnehmen wir die folgende Darstellung der strengen a-Schnitte der Possibilitdtsver-
teilung infer;(u;, 7;):

[infer; (5, ;)] = infer; ([1]as [7)a) - (3.19)

Fir a € [0,1) berechnen wir:
infer; ([14]as [7;]a)
= {weQl| (Elw’ € [Mj]g) (Elw" € [Wj]g) s infer; (w', ") = w}
= {weQ¥| (Elw/ € [Nj]g) (E'W” € [Wj]g) :
redgj (W) = W' A red% (W) = w)

- (7 (k) 0 ).

J
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Die Bedingung (3.18) kann demnach nur fiir solche Possibilitédtsverteilungen 7; gelten,
fir die

25 UT; ~SiUT (S5
mile € M7 (Ila) U T80 (29 la) (3.20)
erfiillt ist. Also haben wir fiir w € QST S & redgj YT (w) und w7 o red% VT (W)

die Beziehung:

welmle = (w9 €laAw™ €Wla) V 0% ¢ [1]a

= (,uj(wsf) > a Avj(whi) > a) Vopi(w) < a,

Folglich ist die eindeutig bestimmte Possibilitdtsverteilung 7; minimaler Spezifizitét
die von p; und v; induzierte Gddelrelation 0% [u;, v;] € POSS (QSJ'UTJ') mit

i o vi(wh), if pj(w) > v(wh
oG] def { (@) Halw?) > vy (W) (3.21)
(w

!

pi vil(w) = 1, if g1 (W) < vy (Wh).

Abschlieflend sei noch angemerkt, daf§ die Godelrelation nicht nur (3.18), sondern
natiirlich auch der Bedingung (3.17) geniigt, da

% C g = ¢l = infer; (ﬁsﬂ' , QGédel[uj,z/j]) =v;

gilt, und auflerdem, wie unter Einbeziehung des Prinzips minimaler Spezifizitat nicht
anders zu erwarten ist,

min{fsﬂ',,uj} =0 = iﬁfzrj (fsj , QGédel[luj, I/j]) =17 .

gewahrleistet.

Beispiel 3.6 (Fortsetzung) Ein Experte gibt die folgende possibilistische Inferenzre-
gel als Darstellung der unscharfen Beziehungen zwischen Verschmutzungsorten aufler-
halb der Hafenanlagen in der Néhe der 3-Meilen-Zone und den zustdndigen Behorden
an:

R: if M is p then ¢ is v

Die Variable ¢ darf Werte aus POSS(Q2) annehmen. Die konstanten Possibilitatsvertei-
lungen p € POSS(QM) und v € POSS(2?)) seien wie in Abbildung 3.2 definiert.

Sie induzieren die in Tabelle 3.7 aufgefiihrte Godelrelation %% [u, v, die mit der

bereits in Tabelle 3.3 dargestellten Possibilititsverteilung of"% iibereinstimmt. O

Mit den obigen Ausfithrungen wollen wir Beispiel 3.6, das uns bisher durch dieses Ka-
pitel begleitet hat, beenden. Zur weiteren Veranschaulichung der Godelrelationen moge
ein einfaches Beispiel dienen, das anstelle des bisher benutzten endlichen Universums
ein Kontinuum verwendet.
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Abbildung 3.2: Zwei Possibilitdtsverteilungen p und v

w2

fw | ha | wp | gs
d| 1 1 1 1
td | 1 1 1 1
ka |04 0] 1 |1
21104101081
251041 0 1 1
z3 | 1 0 1 1

Giodel [M? V] (wlv WQ)

Tabelle 3.7: Tabellarische Darstellung der von p und v induzierten Gédelrelation
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1 Hklein

Grofe [cm]

T

80 100 120

Abbildung 3.3: Possibilitatsverteilung des linguistischen Wertes , klein“

1 Hsmall

Gewicht [kg]

| [
T T Lol

10 16 22

Abbildung 3.4: Possibilitédtsverteilung des linguistischen Wertes , gering*

Beispiel 3.20 Ein Experte formuliert eine unscharfe Relation zwischen der Grofie und
dem Gewicht von Personen mit Hilfe der Regel

Ry : if GréBe is klein then Gewicht is gering.

Er benutzt das zweidimensionale Universum U = (2", Q) mit den Wertebereichen
Q0 ¥ Dom(Grose) & [40,250] € R (in cm) und Q@ &' Dom(Gewicht) < [1.5,300]
C R (in kg) und interpretiert die linguistischen Werte , klein“ und ,,gering* mit Hilfe der
in den Abbildungen 3.3 und 3.4 dargestellten Possibilitéitsverteilungen p; € POSS(QM)
und v, € POSS(Q®).

Die induzierte Gédelrelation %[, 1] € POSS(Q) werde dazu benutzt, die spezi-
fischste der mit R; vereinbaren und dem Prinzip der minimalen Spezifizitdt gentigen-
den Possibilititsverteilungen {2} € POSS(Q®) fiir das Gewicht eines Jungen namens
Marcel zu finden, dessen Grofie mit Hilfe der durch Abbildung 3.5 vorgegebenen Pos-
sibilitétsverteilung ¢ € POSS(QM) angegeben ist.
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1 5{1}

Grofe [cm]

100 110

Abbildung 3.5: Possibilitédtsverteilung der Grole von Marcel

1 — 2
\ \
\ \
0.75
Gewicht [kg]
10 145 175 22

Abbildung 3.6: Resultierende Possibilitéatsverteilung des Gewichts von Marcel (in kg)

Fiir £{2 = infer, (5{1}, 0G0del | V1]> ergibt sich die in Abbildung 3.6 aufgezeigte gra-
phische Darstellung.

Durch das Hinzufiigen weiterer possibilistischer Inferenzregeln der Art

R; : if GroBe is p; then Gewicht is v;, j=1,...,r,

und deren zugehdrender Godelrelationen 9“4y, v;] kinnte z.B. das gesamte Exper-

tenwissen iiber die unscharfe Beziehung zwischen Griofie und Gewicht festgelegt werden.
In einem gegebenenfalls um einige Attribute (z.B. Alter, Beruf usw.) erweiterten pos-
sibilistischen F-Expertensystem (U, M, N, R(U, M)) mit n-dimensionalem Universum
U= (QD)cn,, n > 2, wiirden dann Ry, R, ..., R, durch
{1,2} def . Godel[,,

ot = jgll}gr{g [M],VJ]}
reprisentiert werden und beziiglich der Indexmenge {1,2} € M in das Regelsystem
R(U,M) = {o™ | M € M} eingehen. Dabei sollte beachtet werden, daf o'} eine
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Possibilitétsverteilung ist und somit zur Widerspruchsfreiheit von R (U, M) beitragt.
|

3.4 Wissensreprisentation und -propagation
mit Hypergraphen

Die beiden vorhergehenden Abschnitte dienten dazu, das Konzept des (possibilisti-
schen) F-Expertensystems vorzustellen und dabei auch darauf einzugehen, wie die in
wissensbasierten Systemen h&ufig auftretenden Wenn-Dann-Inferenzregeln innerhalb
des hier benutzten formalen Rahmens zu interpretieren sind.

Jetzt richtet sich unser Interesse auf die Entwicklung eines geeigneten Propagationsal-
gorithmus, der es erlaubt, die Zusténde o (X, E(U,N)) von (possibilistischen) F-Exper-
tensystemen X in bezug auf Evidenzsysteme &(U, N') mit moglichst geringem Aufwand
bestimmen und damit die i-ten Restriktionen £ dieser Zustinde berechnen zu konnen.

Zunachst konzentrieren wir unsere Betrachtungen auf den Spezialfall gewohnlicher
F-Expertensysteme, wie sie in Definition 3.14 eingefiihrt wurden. Wir wissen bereits,
daB sich £ in der Form

<o =y () w0 i)

MeMm NeN

= I} (o(X,EU,N))). (3.22)

darstellen 1&8t. Aus dieser Représentation resultiert ein trivialer Propagationsalgo-
rithmus, der £ durch Ausfithrung der oben angegebenen zylindrischen Extensionen,
Durchschnittsbildungen und Projektionen berechnet. So einfach dieser Algorithmus
auch ist, er ist wenig praktikabel, da er £ iiber o(X, (U, N)) bestimmt und folglich
auf n-stelligen Relationen operieren muf}, deren Kardinalitdt sehr schnell Probleme mit
sich bringen kann.

Exemplarisch betrachten wir diesbeziiglich ein fiir realistische Anwendungen recht ele-
mentares F-Expertensystem X = (U, M, N, R(U, M)) mit 10-dimensionalem Univer-
sum U = (Q29);en,, und Wertebereichen Q@) mit [Q@| = 6, i = 1,2,...,10. Es sei
M = {1,2} € M eine Indexmenge aus der Modularisierung M und RM € R(U, M)
mit |[RM| = 12 eine Relation aus dem Regelsystem R(U, M). Dann benutzt der oben
angesprochene Propagationsalgorithmus zur Berechnung der ) unter anderem die
Relation ITY°(RM), die aufgrund ihrer extremen Tupelzahl [IIN°(RM)| = 12 - 6® =
20.155.392 kaum noch handhabbar ist.

Man sollte daher versuchen, bei der Propagation die in €2 durchgefiihrten Schnitt-
operationen in niederdimensionale Unterrdume zu verlagern und auf diese Weise den
erwahnten globalen (d.h. auf Q bezogenen) Algorithmus in einen lokal operierenden
(dh. auf OM mit M € M bezogenen) Algorithmus umzugestalten. Da die hierbei
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Abbildung 3.7: Der von M induzierte Hypergraph H

wichtigen Unterrdume durch die Modularisierung M vorbestimmt sind, die die existie-
renden qualitativen Abhéngigkeiten zwischen allen beteiligten Attributen zum Aus-
druck bringt, empfiehlt es sich, M nicht nur abstrakt als Menge von Indexmengen
aufzufassen, sondern auch graphisch zu veranschaulichen.

Definition 3.21 Fin Hypergraph ist ein Paar (V,€) aus einer endlichen Menge
V' wvon Knoten und einer Menge € C B(V) von Hyperkanten, die den folgenden
Bedingungen gentigen:

(o) VEc&: E+£0)
(b) U E=V

E:Ec@®

Offensichtlich induziert jede Modularisierung M von 1IN, einen Hypergraphen
Hy = (N, M).

Beispiel 3.22 Es sei M = {{1,2,3},{2,3,4,5},{3,4,5,6},{5,6,7}} eine Modulari-
sierung von IN7. Hyy = (IN;, M) ist in Abbildung 3.7 anschaulich dargestellt. a

Bevor wir den gewiinschten lokalen Propagationsalgorithmus fiir F-Expertensysteme
vorstellen, fithren wir noch die nachstehende Eigenschaft von Hyperkanten ein:

Definition 3.23 Es seien Ei, Fy € € zwei verschiedene Hyperkanten des Hypergra-
phen (V,€). Ey und Ey heiffen tiberlappend, wenn gilt:

Ei¢€ Ey, N Ex & By N E\NE, # 0.

Uberlappende Hyperkanten M, My € M des durch die Modularisierung M eines
F-Expertensystems X = (U, M, N, R(U, M)) induzierten Hypergraphen H,, sind fiir
uns deshalb so wichtig, weil sie auf die qualitativen Abhéngigkeiten hinweisen, die zwi-
schen den durch M; und M, indizierten Attributen bestehen. Wir bezeichnen H 4 da-
her auch als den Abhdngigkeitshypergraphen des zugrunde liegenden F-Expertensystems
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X. Es sei in diesem Zusammenhang angemerkt, dafl aufgrund der Definition 3.10 jedes
Paar My, My € M von Indexmengen einer Modularisierung M stets den Bedingungen
M, € M, und M, € M, geniigt, die Uberlappungseigenschaft in diesem Fall also schon
durch das Vorhandensein eines durch M; und M, gemeinsam angesprochenen Attributs
von X gegeben ist.

Der nun folgende lokale Propagationsalgorithmus fiir F-Expertensysteme ist in ei-
ner selbsterkliarenden, PASCAL-ahnlichen Notation unter Verzicht auf Typenanga-
ben geschrieben. Durch den Aufruf der Prozedur Fokussiere, die auf die globalen
Variablen M, N, R(U, M) und EU,N) im Sinne der bisher von uns verwandten
Bezeichnungen zuriickgreift, 1a8t sich das aufgrund des Evidenzsystems U, N) =
{EN | N € N} modifizierte Relationensystem R(U, M) = {RM | M € M} mit
(VM €M :RM = Hﬁ”(a(z\f,é'(u,/\f)))) bestimmen. Das Symbol ,,:=* ist als Wert-

zuweisung zu lesen.

Die dem Algorithmus zugrunde liegende Idee ist, Informationen iiber die aufgrund der
einzubeziehenden Evidenzen nicht mehr moglichen Attributwerte innerhalb des Hyper-
graphen auf Wegen sich iiberlappender Hyperkanten weiterzureichen, um dadurch in
den einzelnen Relationen RM Tupel und damit gegebenenfalls weitere Attributwerte
ausschliefen zu konnen. Dieses Verfahren fiithrt natiirlich nur dann zu spezifischsten
Relationen, wenn das Regelsystem redundanzfrei ist, d.h., keine der in R(U, M) vor-
kommenden Relationen RM enthilt Tupel, die nicht aus der Projektion der induzierten
Wissensbasis R auf QM hervorgehen. Im Falle der Redundanzfreiheit lassen sich nach
der Ausfithrung des Propagationsalgorithmus die gesuchten i-ten Restriktionen von
o(X,EU,N)) durch

£ = TIH4 (RM) fiir alle M € M mit i € M.

ermitteln. Das modifizierte Regelsystem ist dann selbst wiederum redundanzfrei. Wird
die Redundanzfreiheit nicht vorausgesetzt, so erhélt man durch die oben angegebenen
Projektionen zumindest Obermengen von ®, i =1,... n.

Definition 3.24 FEin beziiglich eines n-dimensionalen Universums U und einer Mo-
dularisierung M von IN,, aufgestelltes Regelsystem R(U, M) = {RM|M € M} heifst
redundanzfrei, wenn gilt:

VM e M : RM =11} < N e (RM*)> .
M*eM

Anschaulich besagt die Redundanzfreiheit, daf alle in R(U, M) enthaltenen Relationen
RM nur Tupel enthalten, die aus der Projektion der induzierten Wissensbasis R auf
QM hervorgehen. Redundanz dagegen bedeutet, dafi der Experte ,iiberfliissige* Tupel
in eine der Relationen R aufgenommen hat, d.h. solche, die sich mit Hilfe der anderen
Relationen — ohne Evidenzwissen — ausschlieen lassen.
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Algorithmus 3.25
procedure Fokussiere;
var N*; N; M; R*;
begin
N* = N;
while N* # () do
begin
wihle ein N € N'*;
N* = N*\{N};
wahle ein M € M mit N C M,
R :=TIM(EN) N RM;
if R* # RM
then begin
RM .= R*:
Propagiere(M)
end

end
end {Fokussiere};

procedure Propagiere(M);
var M*; R*;
begin
M= M\{M};
while M* # () do
begin
wéhle ein M* € M*;
M* = MIN\{M*};

if M* und M {iberlappen einander

then begin

R* = RM I (T (RM));

if R* # RM"

then begin
RM™ .= R*;
Propagiere(M*)

end

end
end
end {Propagiere};

119

|

Der oben aufgefiihrte lokale Propagationsalgorithmus operiert nicht generell auf n-stel-
ligen Relationen, sondern hochstens auf max{|M| | M € M }-stelligen Relationen. Der
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Abbildung 3.8: Der Abhéngigkeitshypergraph von X,

Aufwand, der schlieBlich mit der Bestimmung der £ verbunden ist, héingt jedoch nicht
allein von der Kardinalitdt der an R(U, M) beteiligten Relationen ab, sondern eben-
so von den strukturellen Eigenschaften des Hypergraphen H,,. Anhand des folgenden
Beispiels wird gezeigt, dafl solche Hypergraphen H,,, in denen mindestens ein Zyklus
vorhanden ist, zu nicht akzeptierbarer Ineffizienz des dargestellten Propagationsalgo-
rithmus fithren kénnen.

Den Begriff des Zyklus werden wir danach fiir Hypergraphen formalisieren; seine intui-
tive Bedeutung wird bereits durch das Beispiel geklért.

Beispiel 3.26 Es sei X, = (U, M, N, R,.(U., M)), r € N, ein F-Expertensystem mit
vierdimensionalem Universum

U, = (Qg),Qg),Q@,QSH‘l)), QW = {0,1,...,7}, i = 1,...,4, der Modularisierung
M = {M17 M27 M37 M4}

mit M1 == {1, 2}, M2 = {2,3}, M3 = {3,4}7 M4 = {1,4},

der zu M kompatiblen Partitionierung N' = {{1},{2}, {3}, {4}} von IN,

und dem Regelsystem R, (U,, M) = {RM1 RM2 RMs RMa}

mit RM = RM2 = RMs = {( i) | i € {0,1,...,7r}}

und RM+ = {((i+1) mod r,4) |i € {0,...,r —1}} U {(r,7)}.

Wenden wir Propagationsalgorithmus 3.25 auf das Evidenzsystem  &.(U,,N) =
(£, B2, E®), EG ) mit B — U1\ (0), B — 0, ) — 0, £ — 00, an,
so werden die im Regelsystem R,.(U,., M) enthaltenen Relationen wie folgt spezialisiert:

RMi={(r,r)}, j=1,2,34

Fiir die i-ten Restriktionen @ des durch &.(U,,N) induzierten Zustands
o (X, & U, N)) von X ergibt sich also:

KD ={r}, i=1,234

Die Propagation kann z.B. zyklisch iiber die Hyperkantenfolge (M;, My, M3, My, M,
M, . ..) ausgefiihrt werden. Jeder Aufruf der Prozedur Propagiere ist auf eine Schnitt-
bildung zuriickzufithren, die genau ein Element aus einer der im Algorithmus benutz-
ten Relationen RM bzw. RM" entfernt. Um das Endergebnis zu erhalten, sind daher
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C_ &

Abbildung 3.9: Der Abhéngigkeitshypergraph von X

4r Ausfithrungen der Prozedur Propagiere erforderlich, d.h., der Hypergraph H 4 wird
wéhrend der Propagation r-mal zyklisch durchlaufen.

Die hier sichtbar werdenden Effizienzprobleme entstehen durch die anfanglich nicht
gegebene Redundanzfreiheit des Regelsystems R,.(U,., M), aber auch als Konsequenz
der ungiinstigen Modularisierung M, die zyklische Abhéngigkeiten zwischen den betei-
ligten Attributen widerspiegelt. In bezug auf das gegebene Beispiel liegt es nahe, den
vorhandenen Zyklus durch geeignete Verschmelzung von Knoten zu beseitigen.

Als Alternative wihlen wir das F-Expertensystem X! = (U, M', N, R..(U,, M’)) mit

M ={M], M)},  M{ =M UM, M= MyU Ms,
Ry Uy, M) = {RM RS, R = TG (RYY) 0 T (RY),
RY = T (RY) 0 TE(R),
und dem in Abbildung 3.9 dargestellten induzierten Hypergraphen H .

X, und X! heiBlen dquivalent, da sie bei gleicher durch £(U,,N') gegebener totaler
Evidenz zum gleichen Zustand o (X, E(U,,N)) = o (X, E(U,,N)) fiihren.

Wenden wir den lokalen Propagationsalgorithmus auf X’ beziiglich £(U,,N') an, so
werden die initialen, ebenfalls nicht redundanzfreien Relationen

R,M{ = {(,,(i+r—1)modr)|ie{0,...,r—1}} U {(r,r,r)},
RM: — {(ii,i)]ie€{0,1,...,r}},

durch ihn zu den Relationen
RM:i .= RM2 .— {(r,r,r)}.

spezialisiert.

Dieses Resultat wird nun schon bei der zweiten Ausfithrung der Prozedur Propagiere
erreicht. |
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Definition 3.27 Xl = (Ul,Ml,Nl,R(L{l,Ml)) und XQ = (Z/{Q,MQ,NQ,R(UQ,MQ))
seien zwei F-FExpertensysteme. X und Xy heiflen dquivalent, falls die folgenden Be-
dingungen erfillt sind:

(a) ul - Z/[Q,
(b) Nl = N27
(¢) fiir alle Evidenzsysteme Uy, N1): o(Xy, E(U,NT)) = o(Xa, E(UL,NY)).

Ohne zunéchst das Problem fehlender Redundanzfreiheit der Regelsysteme von F-Ex-
pertensystemen zu beriicksichtigen, hat Beispiel 3.26 bereits angedeutet, daf§ die Ver-
wendung eines alternativen dquivalenten F-Expertensystems zu einem beachtlichen Ef-
fizienzgewinn bei der Propagation fiithren kann. In der Tat wird sich herausstellen, dafl
es ausgesprochen giinstig ist, auf solche Systeme X = (U, M, N, R(U, M)) zuriickzu-
greifen, deren durch die Modularisierung M induzierter Hypergraph H 4 keine Zyklen
aufweist. Was man unter Zyklenfreiheit von Hypergraphen versteht, und wie man sie
erreichen kann, klaren wir anhand der folgenden Definitionen.

Definition 3.28 Es sei H = (V, &) ein Hypergraph. Fine Hyperkante T € & heifit
Blatt, wenn |&| = 1 gilt oder aber eine Hyperkante E € E\{T} mit ENT # 0
existiert, so dafy (VE' € E\{T'} : TNE C E) ist.

Bléatter sind demnach solche Hyperkanten, die durch eine andere Hyperkante vom Rest
des Hypergraphen abgeschirmt werden.

Beispiel 3.26 (Fortsetzung) Die Hyperkanten E; und E; des angegebenen Hyper-
graphen sind Bléatter, denn F; wird durch E5 und E; durch E3 vom Rest des Hyper-
graphen abgeschirmt. O

Definition 3.29 Fin Hypergraph H = (V, €) heifst Hyperbaum, wenn es eine Anord-
nung E : {1,2,...,|€|} — €& seiner Hyperkanten gibt, so daff E(k) fir k =1,...,|¢]

k
ein Blatt im Hypergraphen (U E@),{E@)|ie{1,..., k}}) ist. Die endliche Folge

(E (k))!f:l1 wird dann eine Konstruktionssequenz fiir H genannt.

Im allgemeinen erweist sich Definition 3.29 als recht unpraktisch, wenn es darum geht
festzustellen, ob ein gegebener Hypergraph ein Hyperbaum ist oder nicht. Eine sehr
einfache Moglichkeit, auf Hyperbaumeigenschaft zu priifen, beruht auf der Idee, statt
einer Konstruktionssequenz umgekehrt eine Reduktionssequenz zu ermitteln, die einen
bestehenden Hypergraphen genau dann durch Entfernen aller seiner Knoten und Hy-
perkanten schliellich auflost, wenn er ein Hyperbaum ist. Ein entsprechendes Verfahren
ist die Graham-Reduktion, die sich wie folgt formulieren 148t:
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Abbildung 3.10: Dieser Hypergraph ist ein Hyperbaum mit den Konstruktionssequen-
zen (El, EQ, Eg, E4> und (E4, Eg, EQ, El)

Algorithmus 3.30 [Graham-Reduktion| Ein Hypergraph H = (V, €) ist genau dann
ein Hyperbaum, wenn alle Knoten von H durch iterative Anwendung der beiden fol-
genden Operationen entfernt werden kénnen:

(i) Entferne einen Knoten, der in nur einer Hyperkante vorkommt.

(ii) Entferne eine Hyperkante, die in einer anderen Hyperkante enthalten ist. a

Beispiel 3.26 (Fortsetzung) Die Anwendung des nicht-deterministischen Algorith-
mus 3.30 fithrt z.B. auf die folgende Reduktion:

1.) Entferne Knoten 1.

2.) Entferne Hyperkante {2, 3}.
3.) Entferne Knoten 2.

4.) Entferne Hyperkante {3,4,5}.

Entferne Knoten 3.

Entferne Hyperkante {5,6}.
Entferne Knoten 5.

Entferne Knoten 6.

(1.)
(2.)
(3.)
(4.)
(5.)
(6.) Entferne Knoten 4.
(7.)
(8.)
(9.)
0.) Entferne Knoten 7.

(1

Es ist dabei zu beachten, dafl das Entfernen eines Knotens nicht nur die Knotenmenge,
sondern auch die Menge der Hyperkanten verdndert. |
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2B G—E)—(7)
Abbildung 3.11: Induzierter ungerichteter Graph des Hyperbaums aus Abbildung 3.10

Hyperbdume kann man als zyklenfreie Hypergraphen auffassen. Ist der von einem
F-Expertensystem X = (U, M, N, R(U, M)) durch die Modularisierung M induzierte
Abhéngigkeitshypergraph Ha, ein Hyperbaum, so erméglicht dies — wie wir spéter
noch sehen werden — ein effizientes Propagationsverfahren.

Eine besonders einfache und durchaus befriedigende Aufwandsabschitzung Propagati-
onsalgorithmus 3.25 ergibt sich, wenn H,, der speziellen Klasse einfacher Hyperbdume
angehort. Da diese als Abhéngigkeitshypergraphen von F-Expertensystemen jedoch
nur selten auftreten, verfolgen wir noch einen weiteren Ansatz, der darauf beruht,
daB sich jedes F-Expertensystem in ein dquivalentes System mit redundanzfreiem Re-
gelsystem transformieren 1a8t. Dies ist ohne Abénderung des Abhéangigkeitshypergra-
phen moglich, wiahrend alternative Methoden versuchen, mit Hilfe einer modifizierten
Modularisierung zu einem aquivalenten F-Expertensystem mit induziertem einfachem
Hyperbaum als Abhéngigkeitshypergraphen zu gelangen.

Wir fithren jetzt den Begriff des einfachen Hyperbaums ein und geben dann in Satz 3.33
den mit Algorithmus 3.25 unter verschiedenen Voraussetzungen verbundenen Propa-
gationsaufwand durch die maximal erforderliche Anzahl von Aufrufen der Prozedur
Propagiere an. Der Anteil des Aufwandes, der aus den im Propagationsalgorithmus
auszufithrenden Schnittoperationen entsteht, bleibt in Satz 3.33 bewuflt unberiicksich-
tigt, da er nicht allein durch den Abhéngigkeitshypergraphen H ., sondern auch von
der Kardinalitéit der jeweils vorliegenden Relationen des Regelsystems R (U, M) beein-
fluit wird.

Definition 3.31 FEs sei H = (V, €) ein Hyperbaum. Man bezeichnet G(H) = (V', &)
mit V' =V UE, ¢ = {{v,F}|E€€veFE} als den von H induzierten un-
gerichteten Graphen. H heifit einfacher Hyperbaum, falls G(H) zyklenfrei ist,
wenn also keine Folge (E;)*_, von Hyperkanten E; € € mit E; = {v;, viy1} und vg = vy,
existiert.

Beispiel 3.26 (Fortsetzung) Den vom Hyperbaum in Abbildung 3.10 induzierten
ungerichteten Graphen kann man in der fiir gewohnliche Graphen geldufigen Darstel-
lung der Abbildung 3.11 angeben.

Es sei darauf hingewiesen, dafl gewohnliche Graphen spezielle Hypergraphen sind,
némlich solche, die ausschlieSlich Hyperkanten der Kardinalitdt 2 aufweisen. Der oben
prasentierte Graph enthélt offensichtlich diverse Zyklen. O
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Abbildung 3.12: Ein Hyberbaum H

Beispiel 3.32 Die Abbildungen 3.12 und 3.13 zeigen einen einfachen Hyperbaum mit
seinem induzierten zyklenfreien ungerichteten Graphen. O

Satz 3.33 Wird Propagationsalgorithmus 3.25 beztiglich eines F-Ezxpertensystems X =
U, M, N, R(U, M)) mit Regelsystem R(U, M) = {R™ | M € M} und von M in-
duziertem Abhdingigkeitshypergraphen Hy, auf ein Evidenzsystem E(U,N') angewandt,
so erhdlt man fir die Anzahl k der Aufrufe der Prozedur Propagiere die folgenden
Abschdtzungen:

(a) k< ¥ |RM|
MeM

(b) Hp einfacher Hyperbaum = k <|N|-|M]|

(c) RU, M) redundanzfrei = k <|N|-|M|

Beweis:

Wir beziehen uns auf die in Algorithmus 3.25 benutzten Variablennamen und Anwei-
sungen:

(a) Ein Aufruf Propagiere(M), M € M, erfolgt sowohl in der Prozedur Fokussie-
re als auch (rekursiv) in der Prozedur Propagiere nur dann, wenn zuvor eine
Wertzuweisung an die globale Variable RM unter Verdnderung ihres bisherigen
Wertes stattgefunden hat. Eine solche Verédnderung ist stets mit dem Entfernen
mindestens eines Elementes aus R verbunden. Insgesamt kénnen daher ma-

ximal Y. |RM| Verinderungen und folglich ebensoviele Aufrufe der Prozedur
MeM

Propagiere erfolgen.

Dem Nachweis von (b) und (c) stellen wir einige Uberlegungen voran:
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Abbildung 3.13: Der durch den Hyperbaum H induzierte ungerichtete Graph G(H)

Die iterative Anweisung innerhalb der Prozedur Fokussiere wird |N|-mal durchlaufen.
Jeder Durchlauf ist mit hochstens einem Aufruf der Prozedur Propagiere verbunden.
Erfolgt ein Aufruf Propagiere(M), M € M, dann kann die diesen Aufruf verursachen-
de Verinderung des Wertes von R auch eine Verdinderung der Werte von RM" bei
denjenigen M* € M nach sich ziehen, die von M aus iiber einen Weg sich iiberlappen-
der Hyperkanten in H,, erreichbar sind. Wird RM" fiir irgendein M* € M (eventuell
also auch wiederum M) verédndert, so hat dies einen rekursiven Aufruf der Prozedur
Propagiere mit aktuellem Parameter M* zur Folge.

Wir werden zeigen, daf unter den in (b) bzw. (c) getroffenen Voraussetzungen jede
Relation RM", M* € M\{M}, withrend der Ausfiihrung von Propagiere(M) hochstens
einmal im Wert modifiziert wird, R hingegen unverindert bleibt.

Da die rekursiven Aufrufe von Propagiere nur nach Wertverdnderungen erfolgen, kann
es bei jedem Aufruf Propagiere(M) aus der Prozedur Fokussiere hochstens | M| — 1
zusétzliche (rekursive) Aufrufe der Prozedur Propagiere geben. Insgesamt zéhlen wir
unter diesen Bedingungen maximal |N| - |[M| Aufrufe dieser Prozedur.

(b) Ist Huy ein einfacher Hyperbaum, so enthélt der von ihm induzierte ungerichtete
Graph G(H ) keinen Zyklus. Zwei oder mehrere einander paarweise iiberlappen-
de Hyperkanten haben daher stets genau einen gemeinsamen Knoten.

Bei vorgegebenem M € M ist folglich jedes M* € M\{M} auf genau einem
Wege sich iiberlappender Hyperkanten von M aus erreichbar. Da ein etwaiger
Prozeduraufruf Propagiere(M*) aufgrund der maximal einelementigen Schnit-
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te der Hyperkanten von Hy zu keiner Modifikation des Wertes von R™" mehr
fiihren kann, ist fiir jedes M* € M hochstens eine Wertverdnderung von RM" zu
verzeichnen.

(c) Fiir einen beliebigen Aufruf Propagiere(M), M € M, sei w € RM ein bei der
vorausgehenden Wertzuweisung aus R entferntes Tupel. Wenn wir fiir M* € M
mit R den Wert von RM" vor dieser Wertzuweisung, mit R}, den Wert von
RM nach der Wertzuweisung und mit R den Wert von R™" nach Ausfiihrung

neu

des Propagationsalgorithmus bezeichnen, dann gilt:

(1) akt alt\{w}

@) A=t n A (R 0 (R )

Wegen der vorausgesetzten Redundanzfreiheit von R(U, M) gilt auBerdem:
(111) Ralt HIZ:I/ITL ( n (Ralt )>

M*e/vt
Wir fassen diese drei Bedingungen zusammen und erhalten

R, 0wy (0 A (R it (R
M*eM

—~
—
j=H
=3

=

Ralt N Rakt
Rakt

—~
—-
=

Demnach wird RM durch den Propagationsalgorithmus nach dem Aufruf von
Propagiere(M) nicht mehr verdndert.

Mit den obigen Voriiberlegungen folgen hieraus die Behauptungen. O

Beispiel 3.26 (Fortsetzung) Wir stellten bereits fest, dal die Anwendung des Pro-
pagationsalgorithmus 3.25 auf das Evidenzsystem & (U,., N) fiir X, insgesamt 4r Aufrufe
der Prozedur Propagiere mit sich bringt.

Der diesen F-Expertensystemen zugeordnete Abhéngigkeitshypergraph hat einen Zy-

klus, ist also kein Hyperbaum. Wegen r = |RM|. Die
MeM
in Satz 3.33(a) angegebene obere Schranke wird daher tatséchlich angenommen.

Um die fiir X, zu verzeichnende Ineffizienz des Propagationsalgorithmus zu vermeiden,
fithrten wir die zu X, &quivalenten F-Expertensysteme X ein. Sie basierten auf der
Idee, Hyperkanten von H », gezielt derart miteinander zu verschmelzen, dafl der von der
neuen Modularisierung M’ induzierte Abhéngigkeitshypergraph H,y ein Hyperbaum
ist.

Alternativ kann man H,, zu einem einfachen Hyperbaum H ..+ modifizieren, indem
man die Knoten 2 und 4 zu einem einzigen Knoten verschmilzt. Dazu ist jedoch eine
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T

HM HM/

Abbildung 3.14: Abhéngigkeitshypergraph vor und nach der Kantenverschmelzung

GOND

HM//
Abbildung 3.15: Durch Knotenverschmelzung entstandener Abhéngigkeitshypergraph

strukturelle Verinderung des gesamten F-Expertensystems (insbesondere auch eine
Neudefinition des Universums U,.) vorzunehmen:

def

XT{/ {M;I,MH,NH,RT(UII,M”)},

u = (0,0 x o o),

T

g def s def

M” - {Mlllw/\/lg}? Ml - {172}7 M2 = {2’3}7
N E ({1}, {2}, {3}),

pMi 4t {(t,(@,(t+r—=1)modr)) |ie{0,1,...,r =1} } U{(r,(r,7))},

R (i) i€ {0,1,...,m).

Der in Abbildung 3.15 dargestellte induzierte Hypergraph H 4 ist ein einfacher Hy-
perbaum. Die Knoten 2 und 4 des Hyperbaumes H ¢ werden jetzt durch den Knoten
2 reprisentiert, dem dafiir allerdings der zweidimensionale Wertebereich Q(2) x Q&
zugeordnet ist.

Fir das strukturell auf analoge Weise modifizierte Evidenzsystem E(U),N) o

(EM, BR, B mit BY — 00\{0}, B2 = 0@ x 0 und B — QP gilt gema
der Aussage von Satz 3.33(b), dafl héchstens k& < |M”| = 2 Aufrufe der Prozedur Pro-
pagiere benotigt werden. Man priift leicht nach, dal genau zwei Aufrufe stattfinden.

Wenn wir ohne Verdnderung der Modularisierung M das redundanzfreie Regelsystem
RPUM) = { R, Rof?, Ragt, Riji} bestimmen wollen, haben wir die gesamte Wis-
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sensbasis R einzubezichen, da der in H,; vorhandene Zyklus alle vier Knoten des
Hypergraphen betrifft.

4 .
Mit R = (O T4 (RM) = {(r,r,r,7)} ergibt sich RM = RMz — RM: — RM:
=1

{(r,7)}, wobei R)% = H}{\};2’3’4}(R) definiert sei.

XoPt = (U, M, N, R**(U,., M)) ist dann ein zu X, dquivalentes F-Expertensystem mit
unverindertem Abhéngigkeitshypergraphen H,,, aber redundanzfreiem Regelsystem

REPYU,, M).

Bei Anwendung des Propagationsalgorithmus auf das Evidenzsystem &€ (U,., N) sind un-
ter Einbeziehung der Tatsache, dafl es hier nur zu einem einzigen Aufruf der Prozedur
Propagiere aus der Prozedur Fokussiere kommt, insgesamt k < | M| = 4 Durchfiihrun-
gen der Prozedur Propagiere zu erwarten. Durch Nachpriifen bestitigt man, dafl die
obere Schranke angenommen wird, also genau vier Aufrufe dieser Prozedur stattfinden.

O

Prinzipiell 1&8t sich mit Hilfe der vorgestellten Methode der Kantenverschmelzung je-
des F-Expertensystem mit beliebigem Abhéngigkeitshypergraphen in ein dquivalentes
System mit induziertem Abhéngigkeitshyperbaum transformieren. Nimmt man zusétz-
liche elementare strukturelle Verdnderungen auch in bezug auf das zugrunde liegende
Universum in Kauf, kann man sogar die Umformung in einen einfachen Hyperbaum
erreichen, wobei die dargestellte Methode der Knotenverschmelzung anzuwenden ist. In
beiden Fillen haben wir jedoch zu beriicksichtigen, dafl die Stelligkeit der im Regelsy-
stem enthaltenen Relationen wéchst und dadurch auf andere Art zu Effizienzproblemen
fiihren kann, die sich auf den erheblich grofleren Aufwand der im Propagationsalgo-
rithmus auszufithrenden Schnittoperationen beziehen und in Satz 3.33 nicht betrachtet
worden sind.

Aus diesem Grund bietet sich eine alternative Vorgehensweise an, die gegebenenfalls
die im Abhéngigkeitshypergraphen vorhandenen Zyklen ignoriert und ohne vorher-
gehende Verdnderung der Modularisierung ein redundanzfreies Regelsystem ermittelt.
Bei geschickter Ausnutzung der Struktur des Abhéangigkeitshypergraphen braucht man
dabei im allgemeinen nicht die hochdimensionale Relation, die die gesamte Wissensba-
sis représentiert, in die Berechnungen mit einzubeziehen, sondern kann sich auch hier
auf die explizite Betrachtung derjenigen niederdimensionalen Unterrdume beschrénken,
die durch die Hyperkanten des durch Kantenverschmelzung entstehenden Hyperbaumes
identifiziert werden.

Auch wenn die Konstruktion eines redundanzfreien Regelsystems oft aufwendig ist,
so ist ihre Durchfithrung dennoch vorteilhaft, weil dieser Aufwand nur ein einziges
Mal beziiglich des vorhandenen Expertenwissens betrieben werden muf}, dann aber das
konstruierte Regelsystem fiir beliebige Evidenzsysteme (d.h. fiir beliebige Fokussier-
vorgénge) nutzbar ist.

Wir wollen unsere Untersuchungen iiber die effiziente Propagation in F-Expertensyste-
men mit der Bemerkung abschlieSen, dafi der vorgestellte Propagationsalgorithmus 3.25
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bei Erfiillung geeigneter Nebenbedingungen noch verbessert werden kann. Ein Ansatz
besteht darin, die Prozedur Propagiere nicht fiir jedes N € N von der Prozedur Fokus-
siere durch Propagiere(M) mit einem M € M, fiir das N C M gilt, neu aufzurufen,
sondern nach Einbeziehung aller Evidenzen des vorliegenden Evidenzsystems in die
Relationen RM eine gemeinschaftliche Propagation anzustreben.

Eine solche Vereinfachung 148t sich ohne grofie Miihe durchfiihren, wenn H 4 ein Hy-
perbaum ist. Man kann dann so vorgehen: H,, wird gemé&f§ einer seiner Konstruk-
tionssequenzen vorwérts und dann in umgekehrter Hyperkantenreihenfolge riickwérts
durchlaufen, wobei die erforderlichen Verédnderungen in den den Hyperkanten M zuge-
ordneten Relationen R™ beriicksichtigt werden. Nach diesem Sammeln aller Evidenzen
kénnen sie in einem dritten Durchlauf verteilt werden. Im Gegensatz zu Algorith-
mus 3.25 wird auch dann weiter propagiert, wenn keine Verédnderung in einer Relation
RM stattgefunden hat. Da nur Hyperbiume betrachtet werden, lassen sich auch initial
nicht redundanzfreie Regelsysteme durch die Propagation in redundanzfreie Regelsy-
steme {iiberfiihren.

Wir erhalten den folgenden gegeniiber 3.25 fiir (nicht notwendigerweise einfache) Hy-
perbiume modifizierten Propagationsalgorithmus, der lediglich |A|+ 3| M| Schnittope-
rationen bendotigt. Die Bezeichner seien wie in 3.25 gewéhlt. AuBerdem sei (M (k))‘k/\:/ll|

eine Konstruktionssequenz fiir H 4.

Algorithmus 3.34

procedure Fokussiere;
var N*; M; N; j; k;
begin
{Evidenzsystem einbeziehen}
N* = N;
while N* # () do
begin
Wihle ein N € N*;
N* =N \{N};
Wahle ein M € M mit N C M,
RM .= TIM(EN) N RM

end;

{Propagiere}

for k := 2 to M| do {Evidenzen sammeln: vorwarts}
begin

M = M(j) mit j = max{j | M(j) tiberlappt M (k) und j < k};
o M (k
RM®) = RM® N HMET]%4(I¢) (H%mM(k)(RM))
end;
for k := |[M]| —1 to 1 do {Evidenzen sammeln: riickwérts}

begin
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M := M(j) mit j = min{j | M (j) iberlappt M (k) und j > k};
RM®) .= RMK) 0 ﬂ%r(w%(k) (H%OM(k)(RM))

end;

for k := 2 to | M| do {Evidenzen verteilen}

begin
M := M(j) mit j = max{j | M(j) tberlappt M (k) und j < k};
RM®) .= RMKF) 0 ﬂ%r(wkle/l(k) <H%OM(I€)(RM))

end;

end; {Fokussiere} O

Die in diesem Abschnitt zusammengetragenen Resultate lassen sich unmittelbar auf die
allgemeineren possibilistischen F-Expertensysteme iibertragen, weil die untersuchten
Abhéngigkeitshypergraphen lediglich von der Modularisierung des jeweiligen Experten-
systems induziert werden, aber nicht durch die das Regelsystem und die in einer An-
wendung benutzten Evidenzsysteme betreffenden Possibilitédtsverteilungen beeinflufit
werden.

Auflerdem ist der fiir unsere Betrachtungen grundlegende Algorithmus 3.25 nur dahin-
gehend zu modifizieren, dafl die in ihm vorkommenden Schnittoperationen durch die
min-Operation ersetzt und alle zylindrischen Extensionen und Projektionen auf Pos-
sibilitdtsverteilungen anstelle gewdhnlicher Relationen bezogen werden. Dies hat je-
doch keine Auswirkungen auf die fiir unsere Untersuchungen mafigebliche Anzahl von
Aufrufen der Prozedur Propagiere. Es ist allerdings zu beriicksichtigen, daf3 der zur
Ausfithrung der genannten Operationen erforderliche Zeitbedarf wéchst, da possibili-
stische Regel- bzw. Evidenzsysteme natiirlich einen héheren Représentationsaufwand
mit sich bringen. Einige Aspekte der Implementierung werden in den ergdnzenden Be-
merkungen des Abschnittes 3.6 angesprochen.

3.5 Logikbasierte Inferenzmechanismen

Die bisher in diesem Kapitel vorgestellten Methoden setzen voraus, dal Aussagen iiber
eine festgelegte Grundmenge oder einen vorgegebenen Wertebereich getroffen werden.
Bei der Betrachtung von physikalischen (Me8-)Grofen ist diese Voraussetzung dadurch
erfiillt, dafl im allgemeinen eine Grundmenge von méglichen Werten angegeben werden
kann (z.B. das Intervall [0, 300] (cm) fiir die Kérpergrofie von Menschen). In Datenban-
kanwendungen 148t sich jedoch nur selten eine feste Grundmenge angeben. Zu einem
bestimmten Zeitpunkt kann zwar die Grundmenge ermittelt werden, doch dndert sich
diese Grundmenge durch das Loschen alter und das Hinzufiigen neuer Datensétze.

Eine Datenbank, in der Informationen iiber verschiedene Software-Pakete gespeichert
sind, konnte z.B. die folgende Angabe enthalten:

Jedes Software-Paket, das unter der Version 4 des Betriebssystems
ablauffiahig ist, ist auch unter der Version 5 ablauffihig.
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Diese Regel 148t sich leicht durch eine logischen Implikation Vs : (v4(s) — v5(s))
darstellen. Das Pradikat vn(s) ist genau dann erfiillt, wenn s ein Software-Paket ist,
das unter der Version n des Betriebssystems ablauffihig ist (n = 4,5). Die Grundmenge
der Software-Pakete s mufl nicht nédher spezifiziert werden.

Soll zusétzlich zu sicheren Regeln wie der eben betrachteten auch unsicheres oder vages
Wissen in die Datenbank aufgenommen werden, miissen fiir dessen Handhabung Kon-
zepte zur Verfiigung gestellt werden, die nicht auf einer mengentheoretischen, sondern
auf einer logischen Grundlage basieren.

Hierfiir werden logischen Aussagen Zahlen zwischen 0 und 1 zugeordnet. Bezeichnet
d(p) die Zahl, die der Aussage ¢ zugeordnet ist, konnen wir aus der Information d(p) =
a und d(¢ — ¥) = [ allerdings erst dann iiber d(1)) herleiten, wenn wir wissen, was
die Zahlen o und (8 bedeuten. Es ist daher notwendig, eine Semantik fiir diese Zahlen
festzulegen, um sinnvolle Inferenzmechanismen in Form eines verallgemeinerten Modus
Ponens (aus p und p — ¢ folgere q) zu erhalten, der es erlaubt, aus d(¢ — ) und d(p)
den Wert d(¢)) zu bestimmen oder zumindest die Herleitung einer unteren Schranke
fiir d(¢) aus unteren Schranken fiir d(¢ — 1) und d(¢) ermoglicht.

In der klassischen Logik wird streng zwischen Syntax und Semantik unterschieden.
Der syntaktische oder beweistheoretische Aspekt der Logik beschéftigt sich mit der
Herleitung von Aussagen unter Anwendung formaler Ableitungsregeln in der Art des
Modus Ponens. L&t sich eine Aussage ¢ auf diese Weise syntaktisch aus einer Menge
von Aussagen (Axiomen) A beweisen, schreibt man A - ¢. Der syntaktische Teil einer
Logik besteht also vor allem in der formalen Manipulation von Symbolen, ohne daf
diesen Symbolen eine konkrete Bedeutung zugeordnet wére.

Fiir die Semantik oder den modelltheoretischen Aspekt der klassischen Logik geht man
davon aus, dal durch eine Menge von Aussagen A ,,Welten“ modelliert werden. Die
Semantik legt fest, auf welche Weise die Formeln einer Logik zu deuten sind, indem je-
dem Zeichen der Logik eine Interpretation zugeordnet wird. Durch diese Interpretation
erhélt jede Aussage einen Wahrheitswert — wahr oder falsch. Eine Interpretation, in
der alle Aussagen aus A wahr sind, heifit ein Modell von A. Erhélt die Aussage ¢ in
jedem Modell von A den Wahrheitswert wahr so a3t sich ¢ semantisch aus A ableiten,
in Zeichen A = .

Allerdings 148t sich im allgemeinen die Behauptung A |= ¢ nicht schematisch beweisen,
da dazu alle Modelle von A, von denen es unendlich viele geben kann, iiberpriift werden
miifften. Daher verwendet man syntaktische Ableitungsverfahren, die eine schematische
Herleitung von Aussagen erlauben, wobei die Korrektheit eines solchen Ableitungsver-
fahrens wichtig ist, d.h., daf} sich mit ihm nur Aussagen schematisch herleiten lassen,
die auch in jedem Modell wahr sind. Formal bedeutet das, A F ¢ impliziert A = .
Umgekehrt versteht man unter Vollstindigkeit, dal eine Aussage, die in jedem Modell
giiltig ist, auch schematisch beweisbar ist, d.h., A = ¢ impliziert A - .

Diese scharfe Trennung zwischen Syntax und Semantik wird in Logiken, die einer Aus-
sage o einen Unsicherheits- oder Wahrheitsgrad d(yp) € [0, 1] zuordnen, hiufig nicht
vorgenommen. Es werden nur Verfahren angegeben, wie etwa d(¢)) aus der Kenntnis
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von d(¢) und d(¢ — 1) bestimmt werden kann. Eine saubere Modellierung setzt jedoch
eine klare Beschreibung der Phdnomene voraus, die repréasentiert werden sollen. Denn
obwohl sie héufig nicht separat modelliert werden, sind die Phanomene (Un-)Sicherheit
iiber die Korrektheit einer Aussage und gradueller Wahrheitswert prinzipiell verschie-
den. Um dies zu veranschaulichen, legen wir folgendes Modell zugrunde:

Mit Hilfe logischer Aussagen soll eine ,, Welt“ oder eine Situation modelliert werden. Wir
betrachten eine Aussage ¢ und eine zu modellierende Situation S und unterscheiden
vier Fille.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

scharfe Aussage (), scharfe Information (iiber S):

@ ist eine klar definierte Aussage, die entweder wahr oder falsch ist. S bestimmt
die zu modellierende Situation eindeutig. ¢ konnte z.B. die Aussage ,Hans ist
182 cm grof3“ sein. Da S die zu beschreibende Situation eindeutig festlegt, ist die
tatséchliche Grofle von Hans bekannt, so dafl eindeutig ermittelt werden kann, ob
 wahr oder falsch ist. Dieser Fall entspricht dem, was mit Hilfe der klassischen
Logik modelliert werden kann.

vage Aussage, scharfe Information:

In diesem Fall kann der Aussage ¢ nur ein gradueller Wahrheitswert zugeordnet
werden. ¢ konnte beispielsweise ,,Hans ist groB* lauten. Die Gréfle von Hans ist
bekannt (scharfe Information), z.B. 185 cm. In diesem Beispiel ist es nicht sinn-
voll, ¢ eindeutig als wahr oder falsch zu klassifizieren. ¢ kann nur ein gradueller
Wahrheitswert zugeordnet werden. Fiir die Darstellung dieser Situation eignen
sich wahrheitsfunktionale mehrwertige Logiken (siche Abschnitt 3.5.2).

scharfe Aussage, unscharfe Information:

Dieser Fall entspricht der Umkehrung des Falles (ii). ¢ wére dann die Behauptung
,Hans ist 185 cm grofl*, wihrend die exakte Grofle von Hans nicht bekannt ist,
sondern nur, dafl Hans grof} ist. In diesem Beispiel ist die Aussage ¢ entweder
wahr oder falsch, wenn auch der Wahrheitswert nicht eindeutig bestimmt werden
kann. Man kann daher hochstens eine Zahl festlegen, die angibt, mit welcher
Sicherheit ¢ fiir wahr gehalten wird, oder inwieweit es fiir moglich erachtet wird,
dal ¢ wahr ist. Fiir die Modellierung dieses Falles konnte die possibilistische
Logik verwendet werden (siche Abschnitt 3.5.1).

unscharfe Aussage, unscharfe Information:

Dies ist der komplizierteste Fall, in dem sowohl graduelle Wahrheitswerte als
auch Unsicherheit tiber den (graduellen) Wahrheitswert der Aussage gemeinsam
auftreten konnen. Fiir die Aussage ¢ ,,Hans ist grof* kann aus der Information,
daBl Helmut klein und Hans deutlich grofier als Helmut ist, kein eindeutiger gra-
dueller Wahrheitswert festgelegt werden. Ein moglicher Ansatz, dieses Beispiel
zu behandeln, besteht in der Verwendung von Fuzzy-Wahrheitswerten, d.h., als
Wahrheitswerte werden Fuzzy-Mengen von [0, 1] zugelassen.

Im Fall (iv) treten die Einzelphdnomene der Fille (ii) und (iii) gemeinsam auf, wo-
durch eine saubere Modellierung dieses Falles nur mit sehr groflem Aufwand erreichbar
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ist. Aus diesem Grund und um den Unterschied zwischen (Un-)Sicherheitsgraden und
graduellen Wahrheitswerten deutlich zu machen, betrachten wir in den folgenden bei-
den Abschnitten nur die Fille (ii) und (iii). Desweiteren beschrinken wir uns auf die
Behandlung der Aussagenlogik. Eine Erweiterung auf die Priadikatenlogik erster Stufe
ist prinzipiell moglich, wiirde aber tiefere Kenntnisse der Prédikatenlogik voraussetzen
und den fiir logische Kalkiile innerhalb dieses Buches vorgesehenen Rahmen sprengen.

3.5.1 Possibilistische Logik

Die Idee der possibilistischen Logik besteht darin, jeder logischen Aussage eine Zahl
zuzuordnen, die angibt, inwieweit die Aussage notwendigerweise fiir wahr gehalten
wird. Wir betrachten im folgenden die Menge P = {po, p1, p2, ...} atomarer Ausdricke
oder atomarer Aussagen. L bezeichne die Menge der logischen Ausdriicke, die sich aus
den atomaren Ausdriicken aus P und den logischen Konnektiven A,V und — unter
eventueller Verwendung der Klammersymbole ,,(“ und ,,)* zusammensetzen lassen.

Eine Klausel ist ein logischer Ausdruck der Form

QOl\/QOQ\/...\/(,On,

in dem ¢; (i = 1,...,n) ein atomarer Ausdruck oder die Negation eines atomaren
Ausdrucks ist.

Klauseln werden iiblicherweise als Regeln interpretiert, da die Klausel —p;, V ...V
i V Dipy Vo. .V py, dquivalent zur Implikation p;y A ... Apy, — pi., V... Vi,
ist. Fiir die Menge aller Klauseln schreiben wir Iy, I = Ko U {T, L} enthélt neben
den Klauseln noch die Aussage T bzw. 1, die immer wahr bzw. immer falsch ist.
Jeder aussagenlogische Ausdruck 148t sich dquivalent als Konjunktion von Klauseln
schreiben.

Definition 3.35 Fin Notwendigkeitsmaf3 auf L ist eine Abbildung N : L — [0, 1],
die die folgenden FEigenschaften besitzt:

(1) N(T) =1

(i) N(L)=0

(1i1) N(o A1p) = min{N(p), N(4)}

(iv) Sind ¢ und ¢ dquivalente logische Ausdriicke, folgt N(p) = N(1).
N(p) gibt an, inwieweit ¢ notwendigerweise fiir wahr gehalten wird. Aus den Eigen-
schaften (i7), (i4i) und (iv) folgt, daB fiir alle ¢ € £ mindestens einer der beiden Werte
N(¢) und N(—¢p) Null sein mufl. Fiir die Konjunktion zweier Aussagen ¢ und 1 148t
sich der Wert N (o A1) allein aus der Kenntnis von N(p) und N (1)) bestimmen. Dies

gilt nicht fiir die Disjunktion und die Negation. Aus diesem Grund wird die possibili-
stische Logik als nicht-wahrheitsfunktional bezeichnet.
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Beispiel 3.36 Es sei

1, falls ¢ eine Tautologie ist

N L—10,1], v { 0, sonst.

Dann gilt fiir atomare Aussagen po und p;: N(po) = N(—po) = N(p1) = N(—p1) = 0,
aber N(pgV —po) = N(T) =1%# 0= N(poV p1). Entsprechend gilt fiir die Negation

N(L) = N(py) =0, aber N(=L) =N(T)=1%#0= N(—po). O
Fiir die Disjunktion gilt im allgemeinen nur N (¢ V ¢) > max{N(p), N(¢)} wegen
N(p) = N(pA(pVy)) = min{N(p), N(¢V )} bzw. N(¢ ) = N@A(pVY)) =

min {N(¢), N(p V 4)}.

Definition 3.37 FEine Abbildung I1 : L — [0,1] heifst Possibilitatsmaf3 auf L, falls
ein Notwendigkeitsmafs N existiert, so dafs

() =1— N(=p)

qgilt.

Possibilitdtsmafle stellen das zu Notwendigkeitsmafien duale Konzept dar. Sie besit-
zen ebenfalls die Eigenschaften (i), (i7) und (iv) aus Definition 3.35. Auflerdem gilt
immer II(p V ¢) = max{II(¢),I1(¢))}, wihrend im allgemeinen nur II(p A ¢) <
min {II(y), II(1))} erfiillt ist. Der Wert II(¢) gibt an, inwieweit die Giiltigkeit der Aus-
sage ¢ fiir moglich erachtet wird. Im folgenden werden wir uns ausschlielich auf Not-
wendigkeitsmafle beschranken und Possibilitdtsmafle nicht weiter behandeln.

Definition 3.38 W C K x (0, 1] heifst unsichere Wissensbasis, falls
{(T,a) |a e (0,1]} CW gilt.

Eine unsichere Wissensbasis besteht aus einer Menge von Klauseln, denen jeweils eine
Zahl zugeordnet ist. Ein Paar der Form (¢, «) € K x (0, 1] wird als unsichere Klausel
bezeichnet, wobei « eine untere Schranke fiir ein (unbekanntes) Notwendigkeitsmafl N
angibt, d.h., (p,a) € W bedeutet N(p) > «. Die Forderung {(T,«) | « € (0,1]} CW
wird nur aus formalen Griinden gestellt, um sicherzustellen, daf}; falls (, o) aus W ab-
leitbar ist, auch (¢, 5) mit § < « aus W ableitbar ist. Eine herkommliche Wissensbasis
W C K (Menge von Axiomen) entspricht der unsicheren Wissensbasis W = W x {1}.
Um aus einer unsicheren Wissensbasis W eine unsichere Klausel (¢, ) abzuleiten,
benotigen wir ein Beweisverfahren. Wir verallgemeinern dazu das Resolutionsprinzip.
Das possibilistische Resolutionsprinzip 1483t sich schematisch folgendermaflen darstellen:

(Y Vo1, 00) (7Y V@2, az)
(p1V oo, min{ay, an})

Es besagt, dafl aus der Kenntnis von (¢ V@1, a1) und (=) Vg, o), was N( V1) > oy
bzw. N(—1)Vps) > g entspricht, (p1V o, min{ag, as}), d.h. N(p1Ves) > min{ag, as}
geschlossen werden kann. Die Rechtfertigung fiir diesen Schluf} liefert:
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Aus N(¢pV 1) > ag und N (=) V ¢3) > ay folgt

N(p1Vipa) > min{N(p:1 V2), N((¥ V1) A (-9 Vpa))}
= N((p1 V) A Vo) ANV p2)))

N (V1) A= V)

min {N (¥ V ¢1), N(=¢ V ¢2)}

min{ay, as}.

v

Mit Hilfe des possibilistischen Resolutionsprinzips lassen sich aus einer unsicheren Wis-
sensbasis schrittweise neue unsichere Klauseln ableiten.

Definition 3.39 FEs seien W und W' unsichere Wissensbasen. W' ist direkt aus W
ableitbar, falls es eine unsichere Klausel (p,a) € K x (0,1] gibt, so daff gilt:

(1) W=W\{(p,a)}

(ii) Es existieren Klauseln 1, o1, ps € K, aq, a9 € (0, 1] mit

(a) o = min{ay, s}
(b) ¢ ist dquivalent zu @1 V @9

(c) (W V or,a1), (= V pg,a0) €W.

Definition 3.40 Es sei W eine unsichere Wissensbasis, (¢, ) € K x (0,1] eine un-
sichere Klausel. Wir sagen, (p,«) ist aus YW beweisbar (i.Z.: Wt (¢,«)), falls es
eine Folge Wy, Wh, ..., W, unsicherer Wissensbasen gibt mit

(i) Wo =W

(7i) Wiy1 ist aus W; direkt ableitbar

(ii) (¢, @) € Wh.
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(p07 1) <_'p0 Vv D1, 04)
(p1, @) (=p1 V 2, B)
(Zb;ﬂ)

Abbildung 3.16: Possibilistische Resolution fiir (py, 3) aus Beispiel 3.41

Beispiel 3.41 Wir betrachten die folgende (unsichere) Wissensbasis:

— Wenn Anna eine Studentin ist, ist sie sehr wahrscheinlich jiinger als 30 Jahre.
— Wenn Anna jiinger als 30 Jahre ist, ist sie wahrscheinlich ledig.

— Wenn Anna eine Studentin ist und Kinder hat, ist sie mit allergrofiter Wahr-
scheinlichkeit nicht ledig.

— Anna ist eine Studentin.

Um diese Wissensbasis im Rahmen der possibilistischen Logik behandeln zu kénnen,
fithren wir folgende atomare Ausdriicke ein:

po:  Anna ist eine Studentin.

p1:  Anna ist weniger als 30 Jahre alt.
p2 :  Anna ist unverheiratet.

p3 :  Anna hat Kinder.

Die unsichere Wissensbasis 148t sich formal in der Form

W = {(=poVp1, ), (—p1 Vpa,B), (—po Vs V p2, ),
(po, 1)} U {(T,0) |0 € (0,1]}

mit 0 < # < a <y < 1 darstellen.

Mit Hilfe possibilistischer Resolution 148t sich W I (ps, 3), d.h., Anna ist wahrschein-
lich ledig, beweisen.

Fiigen wir zu der unsicheren Wissensbasis W die Aussage, dafl Anna Kinder hat, hin-
zu, d.h., wir betrachten die Wissensbasis W = W U {(ps3, 1)}, so zeigt sich, dafi W'
[-inkonsistent ist, d.h., es gilt W' I (L, 5). Die Resolutionsbeweise sind schematisch
in den Abbildungen 3.16 und 3.17 dargestellt. a
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(Po,1)  (=po Vo1, a) (—po V —p3 V —pa, )

/ ”\ /

(p07 a) <_‘p1 V pa, ﬁ) _'p3 V pa, Y ) (p37 1)
(P2, B) (=p2,7)
(L, 5)

Abbildung 3.17: Possibilistische Resolution fiir (L, 3) aus Beispiel 3.41

Nachdem wir die Syntax der possibilistischen Logik festgelegt haben, betrachten wir
nun die Semantik. Eine (gewohnliche) Interpretation I : P — {wahr, falsch} ordnet je-
dem atomaren Ausdruck einen der beiden Wahrheitswerte wahr oder falsch zu. Jedem
logischen Ausdruck aus £ kann daher unter Verwendung der Regeln fiir A, V und — ein-
deutig ein durch [ induzierter Wahrheitswert zugeordnet werden, d.h., I ist kanonisch
zur Abbildung I* : £ — {wahr, falsch} fortsetzbar.

Identifiziert man eine Interpretattion I mit der Menge der atomaren Aussagen, die
unter I den Wert wahr erhalten, so kann man eine unsichere Wissensbasis auf folgende
Weise als Fuzzy-Menge auf der Menge B(P) der Interpretationen auffassen.

Definition 3.42 FEs sei W eine unsichere Wissensbasis, (¢, a) € K x (0,1].

(i) Die Fuzzy-Menge ji,q) € F(B(P)) ist durch

1, falls I*(yp) = wahr
Hip) () = { 1—a, sonst.

gegeben.
(i) pw € F(B(P)) wird durch

pw(1) = inf {0 (1) | (,0) € W]
festgelegt.

(iii) Der Wert
cons(W) = sup {uw(I) | I € B(P)}

heifst Konsistenzgrad von W.
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(iv) Der Wert
inc(W) = 1 — cons(W)

wird als Inkonsistenzgrad von VW bezeichnet.

Der Wert fi(y0)(1) € [0,1] gibt an, inwieweit die Interpretation I mit der unsicheren
Klausel (¢, a) vertraglich ist. Ist ¢ unter I wahr, so ist I vollig vertraglich mit (¢, a).
Gilt I*(yp) = falsch, obwohl ¢ ein Notwendigkeitsgrad von mindestens « zugeordnet
wird, ist [ nur zu 1 — o mit (¢, ) vertréglich.

Die Vertréglichkeit einer Interpretation I mit einer unsicheren Wissensbasis W, d.h.
einer Menge von unsicheren Klauseln, wird als Infimum der Vertréaglichkeiten von 1
mit den unsicheren Klauseln aus W definiert, denn I sollte mit W nicht vertraglicher
sein als I mit irgendeiner einzelnen Klausel aus W.

Der Konsistenzgrad ist der grofftmogliche Wert, zu dem eine Interpretation mit der
unsicheren Wissensbasis W vertréglich sein kann. Der Inkonsistenzgrad ist der kleinst-
mogliche Notwendigkeitsgrad, so dal die Menge aller Klauseln, denen ein gréflerer
Notwendigkeitsgrad in der unsicheren Wissensbasis zugeordnet wird, im Sinne der klas-
sischen Logik konsistent ist.

Die folgende Definition beschreibt, was wir unter semantischer Herleitbarkeit in der
possibilistischen Logik verstehen.

Definition 3.43 Es sei W eine unsichere Wissensbasis, (¢, ) € Kx (0, 1]. Wir schrei-
ben

W (p,q)
falls inc(W U {(—¢,1)}) > a gilt.

Dieser Definition entspricht in der klassischen Logik, dafl eine Klausel ¢ aus einer
Menge von Klauseln W genau dann beweisbar ist, wenn W U {—¢} inkonsistent ist.
Man beachte, dal = im allgemeinen keine Klausel ist. Definition 3.42 148t sich aber
auf beliebige (Mengen von) Formeln vom Typ (¢, «) € L x (0, 1] anwenden.

Satz 3.44 (Korrektheit der possibilistischen Logik) Es sei W eine unsichere
Wissensbasis, (p,a) € K x (0,1]. Dann gilt

WE (p,a) = W E (p,a).

Beweis:

Es sei Wy.o) € W die Menge der unsicheren Klauseln aus W, die fiir den possibilisti-
schen Resolutionsbeweis fiir (¢, @) verwendet werden. Offenbar gilt Wi, oy € K X [, 1],
denn in einem Schritt der possibilistischen Resolution kann der Notwendigkeitsgrad nur
kleiner werden oder hochstens gleich bleiben (siehe Definition 3.39(ii)(a)).
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Definiere
Wi = {t | es existiert ein 3 € [a, 1] mit (¢, 8) € Wiga)} ,

d.h. Wi, ist die Menge der den unsicheren Klauseln in W, o) entsprechenden (nor-
malen) Klauseln. Aus dem possibilistischen Resolutionsbeweis fiir (¢, ) erhélt man
durch Weglassen der Notwendigkeitsgrade einen Resolutionsbeweis fiir ¢ aus W, ).
Das bedeutet, da§ die Menge W’ o Wip.a)U{—¢} (im Sinne der klassischen Logik) in-
konsistent ist. Fiir jede Interpretation I folgt daher, dafl eine Aussage ¢; € W’ existiert,
so dafl I*(¢;) = falsch erfiillt ist. Somit gilt fiir jede Interpretation I

woie () < 1—a,

denn fiir alle (v, 3) € W,,o) gilt ja 8 > «, so daB py)(f) < 1 — o sein muf. Damit
folgt

. Def. 3.42(iii), (iv
inc (WU {(=g, 1)}) 20— sup {iugeean () |1 € BP)}
> 1—(1-a)
= Q. 0

Satz 3.45 (Vollstandigkeit der possibilistischen Logik) Sei W eine unsichere
Wissensbasis, (¢, a) € K x (0,1]. Dann gilt

WE (p,a) = WE (o).

Beweis:
Nach Definition von W = (¢, ) gilt

o <ine(WU{(~g, 1)}) = 1—sup { oy ) [ 1 € PP)}.

Somit folgt
sup {NWU{(—w,l)}(I) | I e ‘B(,P)} < 1- Q,
d.h., fiir jede Interpretation I gilt

pwo(eil) < 1-a
Das bedeutet, dal die Menge
W = {1 | es existiert ein § € [a, 1] mit (¢, 3) € W} U {—¢}

inkonsistent ist. Also &8t sich die Klausel ¢ aus der Menge W\ {—¢} mit Hilfe gewthn-
licher Resolution beweisen. Dieser Resolutionsbeweis 148t sich in einen possibilistischen
Resolutionsbeweis transformieren, in dem nur unsichere Klauseln (¢, 5) € W mit 8 > «
verwendet werden, so dafl wir W F (¢,7) mit v > « erhalten. Mit der in Abbildun-
gen 3.18 dargestellten possibilistischen Resolution ergibt sich W F (¢, a). O
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(,7) (T,a)

\/

(¢, )

Abbildung 3.18: Possibilistische Resolution fiir (¢, «)

3.5.2 Wahrheitsfunktionale Logiken

Nachdem wir die possibilistische Logik als Beispiel einer nicht-wahrheitsfunktionalen
Logik kennengelernt haben, wenden wir uns nun wahrheitsfunktionalen Logiken zu.

Wir betrachten wiederum die Menge P atomarer Ausdriicke. Wir beschrénken uns auf
die logischen Konnektive —, A und V. Fiir die Menge aller aus atomaren Ausdriicken
mit Hilfe von —, A und V (und eventuell Klammersymbolen) erzeugbaren logischen
Ausdriicke schreiben wir wiederum L.

Anstelle der Wahrheitswertmenge {wahr, falsch} lassen wir alle Zahlen aus dem Ein-
heitsintervall [0, 1], von 0 fir falsch und 1 fiir wahr zu. Eine Interpretation I ist daher
eine Abbildung 7 : P — [0,1]. Um den Wahrheitswert eines zusammengesetzten Aus-
drucks unter einer Interpretation I bestimmen zu koénnen, miissen Auswertungsfunk-
tionen fiir die logischen Konnektive festgelegt werden. Der Einfachheit halber setzen
wir voraus, daf§ — als Lukasiewicz-Implikation, A als stetige t-Norm und V als stetige
t-Conorm interpretiert wird. Fiir den Wahrheitswert eines zusammengesetzten Aus-
drucks ¢ unter der Interpretation I schreiben wir wieder I*(¢p).

Definition 3.46 Ein Ausdruck der Form

¥ =D,

wobei p € P qilt und ¢ ein logischer Ausdruck ist, der aus atomaren Ausdriicken und
den Konnektiven N\ und V zusammengesetzt ist, heifst Implikationsausdruck. Die
Menge der Implikationsausdriicke wird mit Z bezeichnet.

Um spéter Korrektheits- und Vollstéandigkeitseigenschaften nachweisen zu kénnen, be-
schrinken wir uns im wesentlichen auf Implikations- und atomare Ausdriicke.

Definition 3.47 FEine Fuzzy-Wissensbasis w ist eine Abbildung

w:TUP —[0,1].

Eine Fuzzy-Wissensbasis ist als untere Schranke fiir die durch eine Interpretation 7
induzierte Abbildung I* : £ — [0, 1] zu verstehen, d.h., w driickt aus, dafl jeder Formel
¢ € TUP ein Wahrheitswert groBBer oder gleich w(p) zugeordnet werden sollte.
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Eine gewohnliche Wissensbasis W C 7 U P kann als Fuzzy-Wissensbasis

1, fallsp e W
0, sonst.

w:ZTUP —|0,1], cpv—>{
aufgefaflt werden.

Definition 3.48 Es sei w eine Fuzzy-Wissensbasis und I : P — [0, 1] eine Interpreta-
tion. I ist mit w kompatibel, falls fir alle p € TUP gilt: w(p) < I*(p).

Definition 3.49 FEs sei w eine Fuzzy-Wissensbasis. Die Abbildung Th,, : £ — [0, 1]
wird durch

Thy, () i inf{7*(¢) | I ist eine mit w kompatible Interpretation}.

definiert.

Th,, ist die Fuzzy-Menge aller aus w semantisch ableitbaren Ausdriicke. Definition 3.49
entspricht in der klassischen Logik der Definition

Th{jessisch) e {¢ | Fiir alle Interpretationen I,

fiir die die Gleichung I*(¢) = wahr erfiillt ist
fir alle ¢ € W erfiillt ist, gilt I*(¢) = wahr},

d.h. Th(vlf,laSSiSCh) bezeichnet die Menge aller aus der (gewthnlichen) Wissensbasis W
semantisch ableitbaren Ausdriicke.

Damit haben wir eine Semantik fiir unsere wahrheitsfunktionale Logik definiert. Zur
Festlegung einer Syntax verallgemeinern wir den Modus Ponens. Dazu betrachten wir
eine Fuzzy-Wissensbasis w, einen Implikationsausdruck ¢ — p und eine mit w kom-
patible Interpretation I. Wir definieren die Interpretation I,,, wobei I,,(¢) = w(g) mit
q € P ist. Da I mit w kompatibel ist, gilt I, < I. Aufgrund der Monotonieeigen-
schaften der ¢-Normen und der ¢-Conormen erhalten wir I} (¢) < I*(¢). Wegen der
Kompatibilitdt von I mit w folgt

w(p —p) < I'(p—p)
= min{l — I"(¢) + I(p),1}.

Daraus erhalten wir
w(p —p) < 1—1T(p)+ I1(p),
und somit

w(e —p)+L(e) =1 < wlp —p)+ I (p) =1 < I(p),

so daf} sich aus w die neue untere Schranke w(y — p) + I} (p) — 1 fiir den atomaren
Ausdruck p ableiten 148t. Die folgende Definition formalisiert dieses Beweisverfahren.
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Definition 3.50 Es seien w und w' Fuzzy- Wissensbasen.

(i) w' ist direkt aus w ableitbar, falls es einen Implikationsausdruck ¢ — p gibt,
so dafS gilt

(a) w'(p) < max{w(p — p) + L;(v) — L,w(p)}
(b) Fiir alle ¢ € (ZUP)\{p} folgt w'(¢)) < w(¥).

(i) w' ist aus w ableitbar, falls eine Folge wg, w1, ..., w, von Fuzzy- Wissensbasen
existiert mit

(a) wy =w
(b) w, =

(c) wiyy ist aus w; direkt ableitbar.

Definition 3.51 FEs sei w eine Fuzzy- Wissensbasis. Die Abbildung th,, : P — [0,1] ist
durch

thy, (p) o sup{w'(p) | w' ist aus w ableitbar}.

gegeben.
th,, ist die Fuzzy-Menge der aus w syntaktisch beweisbaren atomaren Ausdriicke.

Satz 3.52 (Korrektheit) FEs sei w eine Fuzzy- Wissensbasis, p € P. Dann gilt

thy (p) < Thy(p).

Beweis:

Die direkte Ableitbarkeit wurde so definiert, daf sie kompatibilitatserhaltend ist, d.h.,
ist die Interpretation I mit w kompatibel, ist I auch mit der aus w direkt ableitba-
ren Fuzzy-Wissensbasis w’ kompatibel. Mittels vollstandiger Induktion erhalten wir,
dafl eine mit w kompatible Interpretation I auch mit jeder aus w ableitbaren Fuzzy-
Wissensbasis w’ kompatibel ist. Damit gilt fiir alle an der Infimumbildung in der De-
finition 3.49 beteiligten Interpretationen I und fiir alle an der Supremumbildung in
Definition 3.51 beteiligten Fuzzy-Wissensbasen w’ die Ungleichung w'(p) < I(p), wo-
mit die Behauptung des Satzes folgt. |

Satz 3.53 (Vollstindigkeit) Es sei w eine Fuzzy- Wissensbasis, p € P. Dann gilt

thy (p) > Thy, (p).
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Beweis:

Definiere I oo th,,. Wir zeigen zunéchst, dafl die Interpretation Iy mit w kompatibel
ist. Fiir atomare Ausdriicke ¢ € P gilt nach Definition von th,, die Ungleichung w(q) <
Iy(q). Es sei ¢ — ¢ ein Implikationsausdruck. Wir nehmen an, es gelte

w(p = q) > Ij(e — q) = Io(q) — I5(v) + 1,
d.h.

w(p — q) + I5(¢) — 1> I(q).

Diys - - -5 Di, Seien die in ¢ auftretenden atomaren Ausdriicke. Wegen der Monotonie und
der Stetigkeit der zur Auswertung von A bzw. V verwendeten t-Norm bzw. t-Conorm
existieren 1, ...,&, > 0, so dafl die Interpretation

def | Io(r) —¢;, fallsr=p;
L(r) = { 0, sonst.

die Bedingung
w(p — q) + 17 (p) = 1> Io(q) (3.23)

erfiillt. Wir legen die Fuzzy-Wissensbasis w’ durch

oo ) L), fallsy e P
w'(y) = { J(@w), falls o € 7.
fest.

Fiir jeden der atomaren Ausdriicke p;; (j = 1,...,n) gibt es eine aus w ableitbare
Fuzzy-Wissensbasis w; mit w;(p;,) > w'(p;;), da w'(p;;) < thy(p;;) gilt. Also ist auch
w’ aus w ableitbar. Aus w’ konnen wir aber direkt die Fuzzy-Wissensbasis w” mit

iy — | wle—=a)+15(p) —1, falls  =gq
w(y) = { w' (1), sonst.

ableiten. Das impliziert den Widerspruch

Ii(q) < w(p—q) +1Ii(p)—1
= w'(q)
< thy(q).

Also ist Iy mit w kompatibel, und es folgt fiir alle p € P

thw(p) = To(p)
inf{I(p) | I ist mit w kompatibel}
Thy(p). O

v
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3.6 Erginzende Bemerkungen
und Quellenangaben

Im folgenden weisen wir auf einige Moglichkeiten zur Wissensvertiefung in bezug auf
verschiedene Methoden des approximativen Schlieffens, die Interpretation von Pos-
sibilitdtsverteilungen und possibilistischen Inferenzregeln hin, untersuchen auflerdem
Fuzzy-Mafle und betrachten Erweiterungen der logikbasierten Inferenzmechanismen
Schliefflich stellen wir kurz ein Softwaretool zur Realisierung possibilistischen Schlielens
in mehrdimensionalen Rdumen vor. Wie schon in Kapitel 2 werden die ergénzenden
Bemerkungen von einer Vielzahl wichtiger Literaturempfehlungen begleitet.

3.6.1 Historische Entwicklung: Approximatives Schlief3en

Im Forschungsgebiet , Kiinstliche Intelligenz® werden traditionell Methoden aus der
Logik verwandt. Aus diesem Grunde hat man zunéchst versucht, das Problem der Re-
prisentation und Propagation unsicheren Expertenwissens dadurch zu l6sen, dal man
symbolischen Ausdriicken (z.B. logischen Formeln) numerische Gewichte zuordnete.
Der bekannteste Ansatz besteht darin, Fakten und Regeln durch sogenannte Sicher-
heitsfaktoren [Shortliffe75] zu bewerten, die wéhrend des Prozesses der Problemlosung
geeignet verrechnet werden und wegen der Einfachheit der verwendeten Algorithmen
das Abarbeiten der Regeln numerisch kaum behindern. Mit dem Expertensystem MY-
CIN [Buchanan84] wurde eindrucksvoll belegt, daf§ ein solches heuristisches Verfahren
durchaus zum Erfolg fithren kann. Erweiterungen und Verbesserungen dieses Ansatzes
wurden in die Inferenzsysteme RUM [Bonissone87]|, FLOPS [Buckley86] und MILORD
[Godo89] einbezogen. Ein gemeinsames Problem aller MY CIN-&hnlichen Inferenzsyste-
me besteht allerdings darin, dafl die in ihnen verwandte Kombination unsicherer Kon-
klusionen zu falschen Resultaten fiithren kann [Heckerman88a|. Das ist eine Schwéche,
die mit dem Fehlen von Modularitdt in wissensbasierten Systemen zusammenhéngt
[Heckerman88b|. Ein Hauptproblem stellt die Angabe einer Semantik der den logischen
Formeln zugewiesenen Zahlen dar. Auf die dabei notwendige Unterscheidung zwischen
Wahrheitsgraden und Unsicherheitsgraden (siehe Abschnitt 3.5) wird seit ldngerem
hingewiesen [Dubois91al.

Im Gegensatz zu den logikbasierten Inferenzmechanismen, die leicht Eingang in die
KI-Literatur fanden, sind die verschiedenen numerischen Kalkiile zur Behandlung un-
sicheren Wissens anfangs wenig beachtet worden (siehe z.B. [Kruse9la]). Es ist nicht
tiberraschend, dafl zunéchst die probabilistischen Kalkiile [Pearl88, Neapolitan90] we-
gen ihrer mathematischen Sauberkeit dominierten; andere Methoden wurden als iiber-
fliissig erachtet [Cheeseman86]. In Anwendungen werden jedoch Fuzzy-Mengen sehr
erfolgreich eingesetzt, so dafl auch in der Forschung mittlerweile ein reger Dialog zwi-
schen den verschiedenen Schulen der Unsicherheitsmodellierung stattfindet. In Europa
wurde hier insbesondere durch die ESPRIT-Projekte DRUMS, DRUMS-II (Basic Re-
search Actions Nr. 3085-6156) wertvolle Arbeit geleistet [Kruse9lc, Clarke93].
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Die ersten Ansétze, approximatives Schlieffen mit Hilfe eines auf Fuzzy-Mengen ver-
allgemeinerten Modus Ponens zu beschreiben, stammen von L.A. Zadeh [Zadeh73]. In
[Zadeh79, Zadeh83b] wird der Mechanismus detailliert erkldrt. Besser kann man die
dort vorgestellten Verfahren allerdings erldutern, indem man Possibilitétsverteilungen
zur Reprisentation unvollstindigen Wissens verwendet. Ein ausfithrlicher Uberblick
tiber Fuzzy-Logik und verwandte Gebiete findet sich in [Zadeh92]. Einige Anwendun-
gen von Fuzzy-Expertensystemen sind in [Kandel91] aufgefiihrt.

Der Begriff eines (possibilistischen) F-Expertensystems, den wir in diesem Kapitel
benutzt haben, bezieht sich auf eine spezielle Klasse wissensbasierter Systeme, die
auf die Fokussierung einer gegebenen Wissensbasis durch verfiigbare Evidenzen einge-
schriankt sind. Es gibt aber auch andere Operationen, die das dynamische Verhalten
der Wissensbasis betreffen und u.U. seine Struktur verindern kénnen. Diese Opera-
tionen sind wohlbekannt unter den Namen updating und belief revision. Um ein tiefe-
res Verstdndnis der Semantik dieser und verwandter Konzepte zu erlangen, empfeh-
len wir [Gérdenfors88, Géardenfors92] und [Katsuno91]. Die Methoden, die in diesen
Biicher untersucht werden, sind zum Teil auch auf possibilistisches Schlieflen anwend-
bar [Dubois92b].

Die Strukturierung qualitativer Abhéngigkeiten in einer Wissensbasis mit Hilfe von Hy-
pergraphen wird in vielen Bereichen der Informatik verwendet. Eine breite Darstellung
der allgemeinen Grundlagen findet man in [Berge73] und [Golumbic80]. Hypergraphen
als ein wichtiges Konzept fiir die Theorie der relationalen Datenbanken werden zum
Beispiel in [Maier83] behandelt. Neuere Zugénge zur Verwaltung von Unsicherheit und
Vagheit in Datenbanksystemen durch die Anwendung von Possibilitédtsfunktionen sind
in [Bosc92, Bosc93] beschrieben. In der Kiinstlichen Intelligenz sind Hyperbdume von
groflem Interesse fiir Bayessche Netze, die den F-Expertensystemen nahestehen, jedoch
probabilistische anstelle possibilistischer Daten sowie ein explizites Konditionierungs-
konzept verwenden [Pearl86, Lauritzen88, Andreassen87].

Wissensbasierte Systeme, die ein entscheidungstheoretisches Modell als Rahmen fiir
Wissensreprésentation und Inferenzmechanismus verwenden, werden gewohnlich nor-
mative Expertensysteme genannt. Diese Modelle basieren auf dem Konzept eines Influ-
enzdiagramms [Shachter88]. In diesem Kapitel haben wir nur solche Influenzdiagramme
vorgestellt, die keine Entscheidungskanten oder Niitzlichkeitskanten enthalten und die
auch unter den Namen belief networks [Pearl88] bzw. knowledge maps [Howard81] be-
kannt sind.

Ein wichtiger Forschungsgegenstand in diesem Bereich ist das qualitative und quantita-
tive Lernen aus Datenbanken von Beispielen, das sich in unserem Fall auf die Indentifi-
kation des Abhéingigkeitshypergraphen bzw. der (possibilistischen) Regelbasis bezieht.
Das Lernen kausaler probabilistischer Netzwerke wird z.B. in [Cooper92] untersucht,
entsprechende possibilistische Verfahren werden in [Gebhardt94] vorgestellt.
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3.6.2 Possibilitatsverteilungen

Wiéhrend die Theorie der Fuzzy-Mengen eng verbunden ist mit der Betrachtung vager
Konzepte, bezieht sich die Anwendung der Possibilitéitstheorie auf die imperfekte Be-
schreibung eines existierenden Elementes wy eines Universums 2. In [Zadeh78a] wird
vorgeschlagen, Unsicherheit iiber wy mit Hilfe des Possibilitatsmafies IT : () — [0, 1],
II(A) = sup{p(w) | w € A} zu modellieren, wenn eine Fuzzy-Menge p : Q — [0, 1]
als einzige Beschreibung von wg gegeben ist. Diese grundlegende Idee wurde in Lau-
fe der Zeit verfeinert, siehe z.B. [Higashi83, Delgado87, Zadeh81, Giles82, NguyenT79,
Yager83, Yager80b], und schliefllich in [Dubois87b] axiomatisch aufgebaut, wobei Pos-
sibilitédtsverteilungen und Possibilitdtsmafle ohne zugrundeliegende Fuzzy-Mengen ana-
lysiert werden. In [Yager92a| wird das Konzept der Spezifizitit einer Possibilititsvertei-
lung behandelt. Damit erweist sich die Possibilitdtstheorie als geeignet, um unsicheres
Wissen zu behandeln, das auf kontextabhédngigen qualitativen Préaferenzen beruht. An
dghnlichen Ideen arbeiteten bereits frither der Wirtschaftswissenschaftler G.L.S. Shack-
le [Shackle61], der an einer Theorie der ,,Grade mdoglicher Uberraschung® interessiert
war, und die Philosophen L.J. Cohen [Cohen73] and N. Rescher [Rescher76], die Grade
induktiver Stiitzung und Plausibilitatsgrade untersuchten.

Neben diesen Ansétzen wurde die Possibilitdtstheorie auf ganz verschiedener seman-
tische Grundlage aufgebaut. Einige Autoren betrachten Possibilitdtsmafle als obere
Einhiillende einer Menge von Wahrscheinlichkeiten: Wenn II ein Posibilitdtsmaf ist,
so stimmt die obere Wahrscheinlichkeit P* : P(Q) — [0, 1], P*(A) = sup{P(A) | P €
Pr}, induziert durch die Menge Py = {P | VA C Q: P(A) < II(A)}, mit II iiberein,
d.h., es gilt P* = II [Dubois88].

Jedem Statistiker fallen auflerdem einige offensichtliche Beziehungen zu Likelihood-
Funktionen [Loginov66, Stallings77] auf. Eine entsprechende Rechtfertigung der Pos-
sibilitatstheorie wurde in [Dubois93] gegeben. Dariiberhinaus ist die Beziehung zu
Spohn’s Theorie der epistemischen Zusténde zu erwidhnen [Spohn88, Spohn90], von
der sich herausstellte, dafl sie eine weitere Deutungsméglichkeit der Possibilitédtstheo-
rie ist [Dubois93b].

Das Konzept einer Possibilitatsverteilung basiert auf der epistemischen Interpretati-
on von Fuzzy-Mengen und kann folglich auch iiber die Interpretation vager Konzepte
als Konturfunktionen von Zufallsmengen gedeutet werden, wie in Abschnitt 2.6.1 ge-
zeigt wurde. Dieser Ansatz (siche [Nguyen78b, Hestir91l, Goodman82, Wang83|) hat
den Vorteil klarer Semantik und ist dazu geeignet, einige fiir die Praxis wesentliche
Schlufifolgerungsmethoden zu motivieren. Verfeinerte Semantiken, die auf Ansétzen
von [Strassen64, Dempster67, Dempster68] und [Kampé de Fériet82] beruhen und die
Operationen auf Possibilitdtsverteilungen, das Prinzip der minimalen Spezifizitéit, die
Entscheidungsfindung mit Hilfe von Possibilitéts- und anderen Unsicherheitsmaflen so-
wie die besondere Rolle der Godel-Relation sehr viel besser begriinden kénnen, spren-
gen den Rahmen dieses Buches. Einzelheiten sind unter anderem in [Gebhardt93a,
Gebhardt93b, Gebhardt93c| enthalten.

Ein zentrales Forschungsthema des approximativen Schlieflens ist die Représentation
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von Wenn-Dann-Regeln, da entsprechende Formalismen auch im Bereich der Fuzzy-
Regelung benotigt werden. Aus der oben présentierten Sicht geht es dabei um die Wahl
einer entsprechenden zweidimensionalen Possibilitdtsverteilung. Im folgenden werden
zunéchst rein algebraische Methoden untersucht. Es wird versucht, eine Regel der Form

if £ is yuy then nis upg
durch eine Possibilitédtsverteilung der Form

m(@,y) =1 (pa(@), ps(y)) ,

zu modellieren, in der I eine Implikation einer mehrwertigen Logik ist. Es gibt drei gut
untersuchte Klassen von Implikationsoperatoren, die in [Trillas85, Dubois84, Weber83]
analysiert werden (vgl. auch Abschnitt 2.7)

o S-Implikationen sind Implikationen der Form
I(a,b) = L (n(a),b),

wobei fiir L eine ¢-Conorm (fiir die mehrwertige Disjunktion) und fiir n eine streng
monoton fallende, involutorische Funktion von [0, 1] in [0, 1] mit n(0) = 1 (eine
strenge Negation) verwendet wird. Bekannteste Vertreter sind die Kleene—Dienes-
Implikation Ik (a,b) = max(1—a,b) mit 1} = max, die Reichenbach-Implikation
Ir(a,b) =1 —a+ ab mit Lg(a,b) = a+ b— ab und die Lukasiewicz-Implikation
Ir(a,b) = min(1,1 — a + b) mit L;(a,b) = min(1l,a + b). Sie basieren auf der
materialen Deutung der Implikation p — ¢ als —p V q.

e R-Implikationen spiegeln eine partielle Ordnung auf der Menge der Aussagen wi-
der: Es wird I(a,b) = 1 genau dann gew#hlt, wenn a < b ist. Diese Implikationen
basieren auf einem Residuenkonzept in Verbénden und sind definiert durch

I(a,b) =sup{c € [0,1] | T(a,c) < b},
wobei T eine ¢-Norm ist.

Fir T = min erhdlt man die Gddel-Implikation mit Ig(a,b) = 1 fir a < b
und Ig(a,b) = b fiir @ > b. Fir T, = max(0,a + b — 1) ergibt sich wieder die
Lukasiewicz-Implikation I (a,b).

e Die sogenannten QL-Implikationen verwenden als Funktional
I(a,b) = L (n(a), T(a,b)),
wobei L eine ¢t-Conorm, n eine strenge Negation und T durch T(a,b) =
n(L(n(a),n(b))) definiert ist.
Zadehs Implikation 17(a,b) = max (1 — a,min(a,b)) wird durch 1. = max und
n(a) = 1—a erzeugt. In [Mizumoto85, Dubois91a] und [Bandler80] werden Eigen-
schaften von Fuzzy-Implikationen analysiert. Man beachte, dafl der Name QL-

Implikation irrefithrend ist, da es sich genaugenommen nicht um Implikationen
im Sinne der klassichen Logik handelt.
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Abbildung 3.19: Zwei Possibilitéitsverteilungen

Ein anderer Zugang zur Interpretation von Regeln der Form
if £ is pu4 then 7 is up

besteht darin, die als Interpretation gewihlte Possibilitdatsverteilung m durch seman-
tisch begriindbare Restriktionen zu definieren. So kann man die oben genannten Regeln
z.B. als graduelle Regeln ,,Je mehr p4, desto mehr pup“ ansehen und 7 iiber die Un-
gleichungen

min (pa(x), m(z,y)) < pup(y)

fiir alle (x,y) € X x Y einschranken. Das Prinzip der minimalen Spezifizitat liefert in
diesem Fall fiir 7 die Godel-Implikation /5 [Dubois92b]. Ein weiterer Zugang erdffnet
sich durch den auf Fuzzy-Mengen verallgemeinerten Modus Ponens. Mit ihn lassen sich
geeignete Possibilitdtsmafle axiomatisch herleiten [Fukami80], wobei allerdings nur die
Godel-Implikation I zufriedenstellende Resultate liefert [Dubois85]. Die fundamen-
tale Rolle von I5 wird ja auch durch den Abschnitt 3.3 und die schon erwéhnten,
von den semantischen Grundlagen her weiterfiihrenden Arbeiten[Gebhardt92a] und
[Gebhardt93c| gestiitzt.

Beschreibt man die zur Interpretation der genannten Wenn-Dann-Regeln herangezoge-
ne Possibilitéatsverteilung durch 7;(x,y) = I (ua(x), up(y)), wobei fir pa und pp die
in Abbildung 3.19 skizzierten Possibilitéitsverteilungen verwandt werden, zieht man au-
Berdem fiir I die Implikationen Ig, I, Iynin mit Iyin(a,b) = min(a,b) und I, heran,
und fiihrt schliellich den possibilistischen Inferenzmechanismus fiir die scharfe Einga-
be x¢ mit pa(zg) = a aus (ro wird dabei natiirlich durch die Possibilitdtsverteilung
Ty, Mit 7y (29) = 1 und 7, (x) = 0 fiir © # xy beschrieben), so ergeben sich die in
Abbildung 3.20 gezeigten Projektionen (Possibilitdtsverteilungen fiir den Ausgabewert
n).

Im allgemeinen Fall der Propagation in mehrdimensionalen Rdumen kann man die von
[Shenoy90] fiir rein probabilistische Ansétze und die Dempster—Shafer-Theorie formu-
lierten Ideen auf Possibilititsverteilungen iibertragen und auf diese Weise zu lokalen
Propagationsalgorithmen kommen [Fonck92]. Eine naheliegende Idee ist es, anhand



150 Kapitel 3. Approximatives Schlielen

A
1 1 LT
| |
«
1—o
Y Y
I (Godel) Ix  (Kleene—Dienes)
A
1 1+
(&%
1—oH
Y Y
Inin ~ (Minimum) I,  (Lukasiewicz)

Abbildung 3.20: Resultierende Possibilitédtsverteilungen nach Anwendung des possibi-
listischen Inferenzmechanismus auf die scharfe Eingabe xq

bedingter PossibilitdtsmaBle auf den durch die Hyperkanten eines Abhéangigkeitshyper-
graphen spezifizierten Teilrdumen ein Possibilitdtsmafl auf dem Produktraum zu defi-
nieren, wie dies fiir den probabilistischen Fall in [Lauritzen88] durchgefiihrt wurde. Ist
IT ein Possibilitdtsmafl auf X, so erhélt man iiber die Beziehung

(AN B) = I(B|A) * II(A) (3.24)

fir alle A, B C X mit II(A) # 0 eine Restriktion fiir die Definition des bedingten Possi-
bilitdtsmafBes I1(+|-), wobei * ein geeignet zu wéihlender Operator ist. Auf einer analogen
Forderung basieren die Cox-Axiome fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten [Cox46], bei de-
nen sich fiir x die Produktbildung ergibt. In bezug auf Possibilitdtsmafle erweist sich fiir
* das Minimum als geeignet [Dubois87a]. Das am wenigsten spezifische bedingte Pos-
sibilitdtsmaf, das unter der Voraussetzung II(A) # 0 die obige Beziehung fiir * = min
erfiillt, ist

1, if A#0 A TI(A) = (AN B)
(B|A) = { TI(ANB), if (AN B) < II(A)
0, if ANB = 0.

Kritik an diesen Ansétzen sowie alternative Vorschlige finden sich in [NguyenT78a,
Ramer89, Dubois91d, Bouchon87, Benferhat94].

Die bestehende Kontroverse iiber die Anwendungbarkeit von Méglichkeit und (subjek-
tiver) Wahrscheinlichkeit [Cheeseman86], besonders des Bayesschen Ansatzes, rithrt da-
her, dafl die beiden Kalkiile vergleichbare Unsicherheitsaspekte modellieren. Natiirlich
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gibt es Beziehungen zwischen den beiden Kalkiilen, aber man kann auch Interpre-
tationen von Possibilitdtsverteilungen finden, die nichts mit Wahrscheinlichkeitstheo-
rie zu tun haben und auf Ahnlichkeitrelationen [Ruspini90] bzw. Priferenzrelationen
[Dubois93a] beruhen.

3.6.3 Fuzzy-Mafle

Ein spezielles Element wy einer Grundgesamtheit (2 kann man auch dadurch beschrei-
ben, dafl man alle Teilmengen A von €2 angibt, die wy enthalten. Mathematisch 1483t
sich dies durch die Funktion

oo - P — {01},
gwo(A) =1 «— wo € A.

erfassen. In vielen praktischen Féllen ist jedoch wg nicht genau bekannt, z.B. wenn wy
der Ausgang eines Zufallsexperimentes ist. Man kann aber oft die Wahrscheinlichkeit
dafiir angeben, dal der unbekannte Ausgang wy in einer Menge A liegt, und das Wissen
iiber die Unsicherheit des Experiments mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl P beschrei-
ben. P besitzt die Eigenschaften P()) = 0, P(Q) = 1 und ist o-additiv, d.h., wenn

Ay, Ay, ... ein System disjunkter Mengen von 2 ist, so gilt P (8 Ai> = § P(A;). Das
i=1 i=1

Buch [Fine73] beleuchtet verschiedene mathematische und interpretative Aspekte der
Wahrscheinlichkeitstheorie, [Halmos50] beschreibt wesentliche Ergebnisse im Bereich
der Mafitheorie, die auf o-additiven Maflen basiert. Auch in anderen Unsicherheits-
kalkiilen werden Mengenfunktionen genutzt [Kruse9la, Kruse91b].

Die Wahl der Mengenfunktion hangt dabei sehr stark von der betrachteten Semantik
ab. Fast allen Semantiken sind folgende Minimalanforderungen an die Mengenfunktion
gemeinsam: Ein Fuzzy-Maf3 g : B(Q2) — [0, 1] ist eine Mengenfunktion, die die Eigen-
schaften g(0)) =0, g(2) =1und A C B = g(A) < g(B) fiir alle A, B C Q erfiillt. Fiir
nicht-endliche Grundbereiche 2 wird zusétzlich die Stetigkeit gefordert: Ist A C PB(Q2)
ein Mengensystem mit der Eigenschaft, dal jede monotone Folge A; C A; C ... oder
A1 D Ay O ... von Mengen A; € A gegen ein Element aus A strebt, so gilt fiir jede
dieser monotonen Mengenfolgen

lim g(A,) =g <lim An> :

n—oo n—oo

Fiir A wird dabei im nicht-endlichen Fall iiblicherweise eine geeignete o-Algebra ge-
wahlt.

Von praktischem Interesse sind die A-additiven Fuzzy-Maje, fiir die die Eigenschaft
gA(AU B) = gr(A) + ga(B) + Aga(A)ga(B)

fir alle A, B € Amit AN B = () gilt [Sugeno74, Kruse82a, Kruse82b]. In [Grabisch92,
Lamata89] finden sich neuere Resultate zu diesem Forschungsgebiet. Die Monographie
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[Wang92] widmet sich ausschliefllich Fuzzy-Maflen. Fuzzy-Mafle auf verallgemeinerten
o-Algebren, den Fuzzy-Algebren, werden in [Klement80, Klement82, Butnariu93| dis-
kutiert.

Im folgenden betrachten wir wichtige Beispiele von Fuzzy-Mafien und beschrénken uns
dabei auf endliche Grundgesamtheiten ).

Ein Belief-Mafi [Shafer76, Smets81] ist eine Mengenfunktion
Bel : B(€2) — [0, 1],

die neben den Eigenschaften der Fuzzy-Mafle das zuséitzliche Axiom

Bel<LnJAi> > > (-=1)/"*'Bel (ﬂAZ)

i=1 I:0£IC{1,...,n} el

fiir alle n € IN und jede Auswahl Ay, ..., A, von Teilmengen von Q erfiillt.

Analog versteht man unter einem Plausibilitdtsmafl eine Funktion
PL: () — [0,1],

die Fuzzy-Maf} ist und auflerdem dem Axiom

P1<ﬁAi> < > (=niHtpr (UAl).

=1 L:QAIC{1,...,n} el

geniigt. Fiir beliebige A C Q gilt Bel(A) =1 — PI(2\A).

Belief-Mafle und Plausibilitdtsmafle werden insbesondere in der Theorie der zufélligen
Mengen [Stoyan87, Matheron75] benétigt. Ist (X, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und I' : X — PB(Q) eine mengenwertige Abbildung, so ist

mr - PB(Q) — [0,1],
mr(A) ¥ Pre X |T(z) = A})

die induzierte Massenverteilung auf X, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit die
Teilmengen von €2 auftreten. Fiir eine fest vorgegebene Menge B C () interessiert man
sich dafiir, mit welcher Wahrscheinlichkeit die durch I' erzeugten nichtleeren Mengen
['(x) ganz sicher in B enthalten sind (Belief) bzw. einen nichtleeren Schnitt mit B
haben (Plausibilitidt). Daraus ergeben sich offenbar die Werte

Belp(B) = P({r € X [0 £T(@) CBY) = Y. mr(4)

A:ACB

und
Plp(B)=P({z e X |T(@)NB#0}) = > mr(4).
A:ANB#()
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Die auf diese Weise definierten Mengenfunktionen Belp : PB(Q2) — [0,1] und Plp :
PB(Q) — [0, 1], die auch Belief-Funktionen bzw. Plausibilititsfunktionen genannt wer-
den, sind Belief-MaBle bzw. PlausibilitdtsmaBe [Dempster67]. G. Shafer schlug in
[Shafer76] vor, eine Theorie der Belief-Funktionen zu entwickeln, die ganz auf die Be-
trachtung der zugrunde liegenden zufilligen Mengen verzichtet. Fortschritte in der
Dempster—Shafer-Theorie werden in [Yager94] untersucht.

Einen speziellen Typus zufilliger Mengen bilden solche, bei denen fiir je zwei Mengen
['(z) und I'(2') die Beziehung I'(z) C I'(2') oder I'(z) D I'(z’) gilt. Sie werden als konso-
nant bezeichnet. Das zugehorige Belief-Maf Belr erfiillt die Bedingungen Belp () = 0,
Belr(©2) = 1 und Belp(A N B) = min (Belr(A), Belp(B)) fiir beliebige A, B C PB(£2).
Fiir das induzierte Plausibilitdtsmafl Pl gilt entsprechend Plp(0)) = 0, P1p(©2) = 1 und
Plr(A U B) = max (Plp(A), Plp(B)) fiir alle A, B C PB(2). Offenbar kann dann jedes
dieser Plausibilitdtsmafe Plr eindeutig durch die Possibilitatsverteilung o : © — [0, 1]
und die Gleichungen 7p(w) = Plp ({w}) und Plp(A) = max {mrw)} festgelegt werden.

Im Fall unendlicher Grundgesamtheiten €2 kann die Theorie der zufilligen Mengen zwar
prinzipiell betrachtet werden [Matheron75], jedoch ist ihre Anwendung in bezug auf
Possibilitdtsverteilungen schwieriger, da Possibilitdtsmafle nicht notwendigerweise die
Stetigkeitsaxiome von Fuzzy-Maflen [Puri82] erfiillen.

3.6.4 Erweiterungen logikbasierter Inferenzmechanismen

Wir haben uns im Abschnitt 3.5 bei der Betrachtung logikbasierter Inferenzmechanis-
men der Einfachheit halber auf aussagenlogische Kalkiile beschrankt. Die Erweiterung
der possibilistischen Logik zu einer Prédikatenlogik erster Stufe ist unter Erhaltung
der in Abschnitt 3.5.1 vorgestellten Korrektheits- und Vollsténdigkeitsresultate moglich
[Dubois87a, Dubois89a, Dubois9lal. Das gleiche gilt fiir die in Abschnitt 3.5.2 disku-
tierte Logik. Dabei darf die Lukasiewicz-Implikation auch durch die Godel-Implikation
ersetzt werden [Klawonn92c].

Das Einheitsintervall wird im Rahmen der possibilistischen Logik oft nur fiir eine Rang-
ordnung der Formeln benutzt [Dubois91c|. Das auf mengentheoretische Ansétze zuge-
schnittene Kontext-Modell aus Abschnitt 2.6.1 148t sich jedoch auf logische Kalkiile
iibertragen, so dafl die in der possibilistischen Logik verwendeten Zahlen mafltheore-
tisch interpretiert werden konnen [Klawonn92d].

Neben den hier vorgestellten Ansétzen wurden weitere logikbasierte Inferenzmecha-
nismen in Verbindung mit Wahrheitswerten oder Unsicherheitsgraden aus dem Ein-
heitsintervall in [Lee71, Lee72, Mukaidono82, Yager85, Orci85, Orci89] vorgestellt. Ge-
meinsame Grundlage dieser Ansitze ist das Resolutionsprinzip, so daf sich auf diese
Weise Verallgemeinerungen des logischen Programmierens [Lloyd87], insbesondere von
Prolog-Systemen [Cordes92, Clocksin91] entwerfen lassen.

Die erste Programmiersprache fiir die Implementierung von Fuzzy Inferenzen, genannt
FUZZY, stammt von Le Faivre [Le Faivre74]. Eine Version, die fuzzy-wertige Wahr-
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heitswerte beinhaltet, wurde in [Freksa81] beschrieben. In der Folgezeit wurden zahlrei-
che Fuzzy-Prolog-Systeme vorgestellt wie Fuzzy-Prolog-ELF [Ishizuka85], FPROLOG
[Martin87], Fuzzy Prolog [Mukaidono89]. Einige Versionen konnen linguistische Wahr-
heitswerte wie ,Es ist mehr oder weniger wahr“, die durch Fuzzy-Mengen auf dem
Intervall [0, 1] beschrieben sind, in einer logischen Programmierumgebung behandeln
[Umano87]. In diesen Ansétzen wird jedoch nicht sauber die Unterscheidung zwischen
Wahrheitswerten und Unsicherheitsgraden vorgenommen. Eine ausfiihrliche Ubersicht
tiber logikbasierte Fuzzy-Systeme ist in [Dubois91a] enthalten.

Die Methodik, Wahrheitswerte aufler wahr und falsch in die formale Sprache eines
Logikkalkiils einzubeziehen und die Deduktionsmechanismen durch das Hinzufiigen
geeigneter Axiome entsprechend zu modifizieren, wie es in der Fuzzy-Logik von Pavel-
ka [Pavelka79] und deren Erweiterungen [Novdk90a, Novak90b, Novak92] vorgeschla-
gen wird, ist auch aus dem Bereich der probabilistischen Logiken bekannt [Nilsson86,
Bacchus90]. In diesen probabilistischen Kalkiilen werden die Zahlen aus dem Einheitsin-
tervall allerdings streng im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie — sei es als subjektive
Wahrscheinlichkeiten oder als relative Haufigkeiten — gedeutet.

3.6.5 POSSINFER — Eine Implementierung

In den Abschnitten 3.2, 3.3 und 3.4 haben wir ausfiihrlich die theoretischen Grund-
lagen einer speziellen Klasse wissensbasierter Systeme diskutiert, die wir als possibili-
stische F-Expertensysteme bezeichneten. Die Anwendung der dargestellten Methoden
ist Gegenstand einer Kooperation, die zwischen dem Institut fiir Betriebssysteme und
Rechnerverbund der Technischen Universitdt Braunschweig und der Deutschen Aero-
space in Friedrichshafen besteht. Zu ihr gehorte auch der Entwurf und die Realisie-
rung der Prototypversion des Softwaretools POSSINFER, (Possibilistic Inference), das
in der Programmiersprache C auf SUN-Workstations unter SUN-UNIX mit Hilfe von
X-Windows und OSF /Motif implementiert ist.

Da POSSINFER im wesentlichen die in diesem Kapitel behandelten Konzepte verwen-
det, brauchen wir an dieser Stelle nicht mehr auf die theoretischen Hintergriinde einzu-
gehen, sondern konnen uns auf einige Bemerkungen zur Implementierung beschrénken.
Eine POSSINFER-Sitzung besteht aus den bereits in Abschnitt 3.2 angesprochenen
folgenden vier Phasen:

(1) Festlegung einer Représentationsstruktur fiir das Expertenwissen durch Verein-
barung von n Attributen und einem zugeordneten n-dimensionalen Universum

Uu.

(2) Erstellen einer Wissensbasis, indem zuerst ein Hypergraph zur Beschreibung qua-
litativer Abhéngigkeiten zwischen den beteiligten Attributen und damit eine ge-
eignete Modularisierung M vorgegeben wird, wonach die Quantifizierung dieser
allgemeinen Abhéngigkeiten durch ein System possibilistischer Relationen, also
die Definition eines Regelsystems R (U, M) erfolgt.
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(3) Anwendungsabhéngige Angabe einer totalen Evidenz durch Spezifikation eines

Evidenzsystems £(U,N), das auf der speziellen, zu M kompatiblen Partitionie-
rung N = {{1},...,{n}} beruht.

(4) Ausfithrung des Inferenzmechanismus durch Starten des Propagationsalgorith-
mus, der die i-ten Restriktionen k@ des Zustands o (X,E(U,N)) fir X =
U, M, N, R(U, M)) bestimmt.

Zu Phase (1) ist anzumerken, dafl die Wertebereiche Q) die den Attributen A; zuge-
ordnet werden diirfen, den aus imperativen Progammiersprachen bekannten Wertebe-
reichen der Standardtypen real und int oder selbstdefinierten Aufzéhlungstypen ent-
sprechen. Dariiber hinaus bietet POSSINFER, die M6glichkeit der attributbezogenen
Vereinbarung einer endlichen Anzahl von Namen mit ihnen zugewiesenen (parame-
trisierten) Possibilitatsverteilungen. Sie dienen der versténdlicheren Spezifikation von
Regel- und Evidenzsystemen in den Phasen (2) und (3).

Aus praktischen Erwigungen kénnen die Possibilitatsverteilungen nicht beliebig ge-
wihlt werden. Die zugrunde liegenden Wertebereiche Q) sind zwar prinzipiell endlich
(wenn nicht per definitionem, so doch wegen der approximierten Darstellung ihrer
Elemente); allerdings empfiehlt es sich bei entsprechend hoher Kardinalitit von Q)
(insbesondere bei den Datentypen real bzw. int), Operationen auf die horizontale Re-
prasentation von Possibilitdtsverteilungen durch deren a-Schnitte zu beziehen, also
ghnlich wie in dem in Abschnitt 2.8.5 beschriebenen Softwaretool SOLD ausschlieflich
Possibilitétsverteilungen der Form Fp, (R) zu verwenden. Selbst fiir kleines k£ € IN wer-
fen jedoch die auf den Niveaumengen auszufithrenden Operationen — obwohl es sich
hierbei lediglich um zylindrische Extension, Schnittbildung und Projektion handelt
— Effizienzprobleme auf, da wegen der Mehrstelligkeit der Relationen R € R(U, M)
Vereinigungen mehrdimensionaler Intervalle zu bilden sind.

POSSINFER 48t deshalb anstelle der durch Fp, (IR) induzierten Partitionierung der
Menge [0, 1] der Possibilititsgrade eine Partitionierung der Wertebereiche Q® in end-
lich viele Intervalle zu, wobei Q) dann de facto nur noch deren Reprisentanten enthlt.
Dies erlaubt die einfache Ausfithrung der genannten Operationen mit der vertikalen
Reprasentation von Possibilitdatsverteilungen. Es werden nur die Operatoren min und
max benotigt. Des weiteren kénnen z.B. Arrays anstelle verketteter dynamischer Da-
tenstrukturen benutzt werden, eine aufwendige Verwaltung entfllt.

Die der Phase (2) zugeordnete Erstellung der Wissensbasis 148t sich unter X-Windows
und OSF/Motif sehr anschaulich mit der Konstruktion des Hypergraphen H,, auf
dem Bildschirm beginnen. Die Festlegung der die einzelnen Attribute repésentierenden
Knoten von H s gehort dabei noch zu Phase (1). Die Spezifikation des Regelsystems
R(U, M) ist mit der Festlegung der Hyperkanten verbunden. Fiir jedes M € M kann
oM € R(U, M) entweder durch elementweise Zuordnung der Possibilititsgrade defi-
niert werden oder aber durch Festlegung eines konjunktiven Systems possibilistischer
Inferenzregeln, bei deren Beschreibung auf die in Phase (1) vorgegebenen Possibilitéts-
verteilungen zuriickgegriffen werden darf. Intern werden diese possibilistischen Infe-
renzregeln mit Hilfe der jeweiligen Godelrelation interpretiert.
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Abbildung 3.21: Das System POSSINFER

Nachdem in den Phasen (1) und (2) eine fiir mehrere POSSINFER-Sitzungen verwend-
bare Anwendungsumgebung als possibilistisches F-Expertensystem X =
U, M, N, R(U,M)) mit N = {{1},...,{n}} definiert wurde, erfolgt in den Pha-
sen (3) und (4) das approximative SchlieBen mit X. In Phase (3) wird zunéchst ein
Evidenzsystems E(U, N') festgelegt, indem fiir jedes Attribut A; als beobachteter Wert
eine Possibilititsverteilung iiber Q) vorgegeben wird, bevor in Phase (4) schlieBlich
der Propagationsalgorithmus die i-ten Restriktionen x() des Zustands o (X, £(U,N))
bestimmt und deren graphische Darstellung in den jeweiligen Attributen zugeordneten
Fenstern veranlaft.

Evidenzsysteme und durch Propagation berechnete Possibilitatsverteilungen kénnen
iiber vorhandene Schnittstellen anderen Programmen zur weiteren Bearbeitung zugéng-
lich gemacht werden. Umgekehrt ist das Einlesen von Regel- und Evidenzsystemen
moglich, die mit anderen Programmen (ggf. unter Verwendung von Datenbanksyste-
men) erzeugt wurden.
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3.6.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1 Ein Meteorologe beobachtet am selben Ort zu zwei verschiedenen Zeit-
punkten %, %5 den Bedeckungsgrad des Himmels. Zum Zeitpunkt ¢; bezeichnet er ihn
als heiter, zum Zeitpunkt ¢, als wolkig. Die diesen linguistischen Beschreibungen ent-
sprechenden vagen Daten repréasentiert er mit Hilfe der beiden Possibilitatsverteilungen
7,2 : [0,100] — [0,1] : aus Abbildung 3.22.

m; dient fiir ¢+ = 1,2 der vagen Beschreibung des zum Zeitpunkt ¢; vorliegenden Be-
deckungsgrades w; (in Prozent).

Der Meteorologe interessiert sich fiir den Mittelwert der beiden Bedeckungsgrade, also
fir ®(wy,wy) mit

1
®:RxR— R, q)(x,y):§(x+y).

a) Bestimmen Sie die aus der Anwendung des Extensionsprinzips resultierende Pos-
sibilitatsverteilung ®(my, ms).

b) A; = [20,30], Ay = [50,60] und A3 = [30,70] seien imprézise Beschreibungen
von @(gl,wg): Be'rechnen Sie Necg(r, ) (Ai) und Possg ., - (A4i), i = 1,2,3. In-
terpretieren Sie diese Werte.

%o %

| | I — | | —
T T T — T T T —

0 15 35 50 100 0 50 65 85 10

Abbildung 3.22: Possibilitidtsverteilungen aus Aufgabe 3.1

Aufgabe 3.2 Es liege vages Wissen iiber allgemeine Beziehungen zwischen dem Alter
und der Grole von Personen in Form der linguistischen Regeln

Ly: if Alter is Baby then Grdéfe is sehr klein,
Lo: if Alter is Kleinkind then GréfBe is klein,

vor, die durch das folgende System konjunktiv verkniipfter possibilistischer Inferenzre-
geln interpretiert werden:

Ry: if ¢1is py then &2} is vy,
Ry: if ¢ is yy then &2} is 1y,
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Abbildung 3.23: Die Possibilitatsverteilungen 1, ps, vy, 1o aus Aufgabe 3.2

Dabei gelte jy, iz € Poss(QW), vy, v, € Poss(Q®) mit

QM = Dom(Alter) = [0, 150]
Q® = Dom(GréBe) = [40, 250]
Q=00 x Q).

(Alter in Jahren),
(GroBe in cm),

a) Bestimmen Sie die durch R; und R, induzierten Godelrelationen

01 = QGédel [

M, V1] und g, = Qdeel[

,LLQ, VQ]-

b) Patrick ist ein Junge im Alter zwischen zwei und drei Jahren. Was 148t sich

anhand der Wissensbasis o = min{g

Korpergrofie aussagen?

Godel [

Godel [

pi, V1], 0 ug,ug]} iiber Patricks

Bestimmen Sie zur Beantwortung dieser Farge analog zu Abschnitt 3.3 zunéchst

die Possibilitdtsverteilungen 7; =

infer; (I3, 0;), j = 1,2, und dann die resul-

tierende Possibilitdtsverteilung 7 = min(7q, m3).

Aufgabe 3.3 Es sei X = (U, M, N, R) ein possibilistisches F-Expertensystem mit

U= ()

i=1’

QW = {a1, b1, a1}, Q@ = {az, b}, QO = {az, b3}, QW = {aq, b5},
M = {{1,2},{2,3},{3,4},{1,4}}, und N = {{1}, {2}, {3}, {4}}.

R = {Q{l’Q}, ol23h {34}, 9{1’4}} sei durch Tabelle 3.8 vorgegeben.
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Xy (05} bg Xy as bg Xy Qg b4 Xy ay b4

a; 10.210.3 az 0.3 1 az | 1 10.3 a; 0.8 1
by | 1 0.2 by | 1 (0.5 bs 10.2] 1 by [0.1]0.6
C1 0.7 1 C1 1 0.7

o2 (z,y) 0?3 (z,y) oW (z,y) o (z,y)

Tabelle 3.8: Die Regelbasis R aus Aufgabe 3.3

a) X heifit redundanzfrei, wenn
.M _ N . Ny [ M*
VM e M : o™ = proj,, (A/Ill;léI}AeXtM* (Q ))

erfiillt ist. Bestimmen Sie ein zu X dquivalentes, redundanzfreies possibilistisches
F-Expertensystem X' = (U, M, N, R’).

b) Uberfithren Sie X' in ein dquivalentes possibilistisches F-Expertensystem X" =
(U, M"N,R") mit Abhingigkeitshyperbaum H .

¢) Berechnen Sie fir EU,N) = {6{1},6{2},5{3}} mit e = T, 2 = 10,
e = Tge), und e 0 QW — [0,1], et (ay) = 1, M (by) = 0.3, die i-ten
Restriktionen x® von o (X, EU,N)), i =1,2,3,4.

Aufgabe 3.4 Es seien die folgenden unsicheren Aussagen gegeben:

Wenn Tweety ein Vogel ist und Tweety keinen verletzten Fliigel hat, kann er
fliegen. (0.9)

Wenn Tweety ein Pinguin ist, ist er ein Vogel. (1.0)

Wenn Tweety ein Pinguin ist, kann er nicht fliegen. (1.0)

Tweety ist ein Vogel. (0.7)

- Tweetys Fliigel sind unverletzt. (0.8)

Die Zahl in Klammern bezeichnet, inwieweit die jeweilige Aussage mindestens fiir not-
wendigerweise wahr gehalten wird.

Ubersetzen Sie diese Aussagen in eine geeignete unsichere Wissensbasis und bestimmen
Sie mit Hilfe possibilistischer Resolution den Inkonsistenzgrad dieser Wissensbasis.
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Kapitel 4

Fuzzy-Regelung

Die grofiten Erfolge im Bereich industrieller und kommerzieller Anwendungen von
Fuzzy-Systemen wurden bisher durch Fuzzy-Regler (Fuzzy-Controller) erzielt. Dieses
Kapitel, das der Fuzzy-Regelung gewidmet ist, setzt keine Kenntnisse aus der Rege-
lungstechnik voraus. Es ist daher sowohl fiir den Leserkreis geeignet, der sich ganz allge-
mein fiir Fuzzy-Systeme interessiert und in diesem Kapitel spezielle Anwendungsmog-
lichkeiten kennenlernt, als auch fiir Personen, die sich vorwiegend mit Regelungstechnik
beschéftigen und hier eine Darstellung der grundlegenden Methoden einschlief$lich einer
semantischen Fundierung der Fuzzy-Regler finden.

Nach einer Kldrung der prinzipiellen Unterschiede zwischen der klassischen Regelungs-
technik, die ein physikalisches Modell des Prozesses zugrundelegt, und der Fuzzy-
Regelung, bei der die Modellierung menschlichen Expertenverhaltens im Vordergrund
steht, in Abschnitt 4.1 stellen wir im Abschnitt 4.2 intuitiv motivierte Methoden der
Fuzzy-Regelung vor, ohne ihre Semantik zu hinterfragen. Abschnitt 4.3 beschreibt die
einzelnen Schritte des Entwurfs und Probleme, die bei Entwurf und Optimierung eines
Fuzzy-Reglers auftreten kénnen.

Gegenstand von Abschnitt 4.4 ist die Entwicklung eines Fuzzy-Reglers, dem eine sau-
bere Semantik auf der Basis von Gleichheitsrelationen zugrundeliegt. Es stellt sich
heraus, dafl dadurch ein in Abschnitt 4.2 intuitiv motivierter Fuzzy-Regler aus auf
einer formalen Basis hergeleitet werden kann.

Relationalgleichungen, die in Abschnitt 4.5 behandelt werden, liefern einen weiteren,
fundierten Zugang zur Fuzzy-Regelung, der sich an das approximative Schliefen an-
lehnt.

Als durchgéngiges Beispiel wird das Stabbalance-Problem benutzt, das zwar Rege-
lungstechnikern keine besonderen Schwierigkeiten bereitet, jedoch als Ubungsbeispiel
einer nicht-linearen Regelung gut geeignet ist.
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4.1 Kognitive versus klassische Modelle

Wir werden Fuzzy-Regler nicht aus der Sicht der Regelungstechnik betrachten. Dies
wiirde eine Vertrautheit des Lesers mit den elementaren Begriffen und den grundlegen-
den Konzepten der Regelungstechnik voraussetzen und den Leserkreis unnétig einen-
gen. Wir wollen vielmehr anhand eines sehr vereinfachten Modells einer Regelstrecke
die am weitesten verbreiteten Methoden der Fuzzy-Regelung vorstellen und legen vor
allem Wert auf eine saubere Fundierung und Motivierung der beschriebenen Konzepte,
sofern sich eine Semantik angeben 14f8t. Dies bedeutet nicht, dafl dieses Kapitel fiir
einen Regelungstechniker uninteressant und ohne Bedeutung ist. Das Gegenteil diirfte
der Fall sein. Ein tiefgehendes Versténdnis der zugrundeliegenden Prinzipien der Fuzzy-
Regelung sollte einen Regelungstechniker in die Lage versetzen, die Anwendbarkeit von
Fuzzy-Reglern auf kompliziertere Prozesse einzuschétzen, die Verfahren angemessen zu
verwenden und bereits bestehende Anwendungen zu verstehen und kritisch zu priifen.

Wir fassen Fuzzy-Regelung als eine Moglichkeit auf, nichtlineare Kennfeldregler zu
definieren, wobei die nichtlineare Ubertragungsfunktion definiert werden kann, ohne
jeden einzelnen Wert des Kennfeldes angeben zu miissen. Die Entwicklung kann als
eine Art wissenbasierter Interpolation gesehen werden. Der entstehende Kennfeldregler
kann mit den Standardmethoden der Regelungstechnik analysiert werden.

Unser sehr vereinfachtes Modell eines regelungstechnischen Problems 1483t sich wie folgt
beschreiben. Wir betrachten ein (technisches) System — z.B. einen elektrischen Motor,
der einen Fahrstuhl antreibt, oder eine Raumheizung. Fiir dieses System schreiben wir
ein gewiinschtes Verhalten vor — etwa, dafl der Motor eine bestimmte Drehzahl ein-
zuhalten hat oder die Heizung den Raum auf eine vorgegebene Temperatur erwérmt.
Charakteristisch fiir solche Systeme ist, dafl eine Grofle, die sich im Laufe der Zeit
verdndern kann, auf einen vorgegebenen Sollwert eingestellt werden soll. Wir bezeich-
nen diese Grofle als Ausgangsgroffe. Im Falle des Motors ist die Ausgangsgrofie die
Drehzahl, bei der Heizung ist es die Temperatur. Die Ausgangsgréfie wird durch eine
Stellgrifie, die wir regulieren kénnen, beeinflufit. Fiir den Motor verwenden wir die
Stromzufuhr als StellgroBe, fiir die Heizung die GréBe der Offnung des Thermostatven-
tils. Neben der Stellgrofle existieren noch Storgrdfien, die ebenfalls einen Einflufy auf
die Ausgangsgrofle ausiiben und sich im Zeitverlauf &ndern kéonnen. Eine Storgréfie im
Falle des Fahrstuhls stellt die Beladung dar. Storgroien bei der Heizung sind z.B. die
Auflentemperatur und die Sonneneinstrahlung durch ein Fenster.

Die Bestimmung des aktuellen Stellwertes wird im allgemeinen auf der Basis der aktu-
ellen MeBwerte fiir die Ausgangsgrofe ¢ und die Anderung der AusgangsgroBe A& = Z—f
durchgefiithrt. Wird die Ausgangsgrofie in diskreten Zeittakten gemessen, setzt man
haufig A&(t,i1) = E(tns1) — &(Ln), so daB A nicht zusétzlich gemessen werden mus.

Beispiel 4.1 (Stabbalance-Problem) Bei dem Stabbalance-Problem (inverted pen-
dulum) handelt es sich um die Aufgabe, einen Stab im Schwerefeld der Erde durch ge-
eignete Bewegung des Fulpunktes vertikal zu balancieren. Das untere Ende des Stabs
darf entlang der horizontalen Achse reibungsfrei bewegt werden (vgl. Abbildung 4.1).
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Abbildung 4.1: Das Stabbalance-Problem

Die Kraft, die den Stab, dessen Schaft masselos ist und an dessen Kopf- und Fuflende
sich eine punktférmige Masse m bzw. M befindet, entlang der Achse bewegt, soll so
reguliert werden, dafl der Stab nach Moglichkeit senkrecht auf der Achse steht. Zur
Bestimmung dieser Kraft werden der Winkel 6 des Stabs relativ zur vertikalen Achse
und die Anderung des Winkels, d.h. die Winkelgeschwindigkeit 6 = Z—f, gemessen. Aus-
gangsgrofle ist damit der Winkel 6; die Stellgréfle ist die Kraft F'. Abbildung 4.1 zeigt
einen positiven Winkel 6 und eine positive Kraft F'. Eine negative Winkelgeschwindig-

keit entspricht einer Bewegung des Stabes im Uhrzeigersinn. O

Das Stabbalance-Problem wird uns in diesem Kapitel zur Veranschaulichung der vor-
gestellten Begriffe und Methoden dienen und daher immer wieder aufgegriffen werden.
Dieses Beispiel wurde gewéhlt, weil es besonders anschaulich ist, nicht, weil es mit Me-
thoden der herkommlichen Regelungstechnik schwer wére, das Stabbalance-Problem
zu losen.

Die Regelungstechnik beschriankt sich natiirlich im allgemeinen nicht auf die Messung
der AusgangsgroBe € und der Anderung der Ausgangsgrofie A& = %. Oft ist es sinnvoll,
auch hohere Ableitungen der Ausgangsgréfie zu betrachten oder weitere Gréfien zu
messen. Bei Heizungsanlagen wird beispielsweise meistens ein Auflentemperaturfiihler
eingesetzt. Anstelle einer direkten Bestimmung der StellgréBe kann auch die Anderung
der Stellgrofle angegeben werden. In diesem Fall bietet sich die aktuelle Stellgréfe als
weitere Mef3- bzw. Eingabegrofie an.

Wir werden daher im folgenden nur noch von Mef$grifien bzw. Eingabegrifien &1, ..., &,
und einer ,StellgroBe® 1 sprechen (Die Anfiithrungszeichen weisen darauf hin, daf§ wir
fiir 1 nicht nur die StellgroBe selbst, sondern auch ihre Anderung zulassen). Die MeB-
groflen werden zur Berechnung eines Wertes fiir n verwendet. Wir gehen davon aus,
daB die MeBgroBe & (i = 1,...,n) Werte aus der Menge X;, die Stellgrofie Werte aus
der Menge Y annehmen kann. Als Lésung der regelungstechnischen Aufgabe wollen wir
abstrakt die Angabe einer geeigneten Kontrollfunktion ¢ : X7 X ... x X,, — Y anse-
hen, die zu jedem Tupel von MeBwerten (xy,...,x,) € X; X ... X X,, einen geeigneten
Stellwert y = (x4, ..., z,) bestimmt.
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Beispiel 4.1 (Fortsetzung) Fiir das Stabbalance-Problem definieren wir X, o

[—90,90], d.h., der Winkel 6 kann zwischen —90° und +90° schwanken. Theoretisch
ist jeder reelle Wert fiir die Winkelgeschwindigkeit denkbar. Extrem hohe Winkelge-
schwindigkeiten konnen aber nur kiinstlich herbeigefiihrt werden. Auflerdem sind Mef3-
gerdte nur in der Lage, einen beschrankten Wertebereich zu erfassen. Wir setzen daher

voraus, da —45 < 6 < 45 gilt (Einheit: Grad pro Sekunde), d.h. X5 & [—45, 45].

Fiir die Kraft F' lassen sich analoge Uberlegungen wie fiir die Winkelgeschwindigkeit
anstellen. Wir gehen davon aus, da§ Werte zwischen —10 und +10 (Einheit: Newton)

fiir die Kraft zuléssig sind und definieren daher Y = [—10, 10]. O

Das Prinzip der klassischen Regelungstechnik basiert auf einer formalen Beschreibung
des technischen Systems meist in Form von Differentialgleichungen. Die Ermittlung der
Abbildung ¢ entspricht der Berechnung einer geeigneten Losung fiir diese Differential-
gleichungen. Dazu verwendet man oft Approximierungsverfahren oder die Linearisie-
rung der Gleichungen.

Beispiel 4.1 (Fortsetzung) Das Stabbalance-Problem 148t sich durch die Differen-
tialgleichung

(M +m)sin?0-1-6+m-1-sinf-cos-6%>—(m+M)-g-sinf =—F - cosb,
beschreiben. Dabei ist

Gravitationskonstante,
Stablange,

Masse am Kopfende des Stabs,
Masse am Fuflende des Stabs.

3

Aus dieser Differentialgleichung ist F'(t) so zu bestimmen, dafl 0(¢) fiir ¢ — oo gegen
Null konvergiert und 6(t) einen geeigneten Verlauf aufweist.

Diese beschriebene Analyse des Stabbalance-Problems setzt voraus, dafl die aufgestellte
Differentialgleichung ein gutes Modell der Realitét ist. Man benotigt daher entsprechen-
de physikalische Kenntnisse iiber den Prozef. O

Bei vielen Prozessen lafit sich aber kein geeignetes mathematisches Modell angeben,
oder die Beschreibung in Form von Differentialgleichungen kann nur mit sehr grofiem
Aufwand vorgenommen werden. Selbst wenn eine Beschreibung in Form von Diffe-
rentialgleichungen vorliegt, kann die Losung dieser Differentialgleichungen noch grofle
Schwierigkeiten bereiten. Auflerdem setzt eine solche Vorgehensweise entsprechendes
physikalisches und mathematisches Wissen bei der Person voraus, die einen Regler
entwickeln soll.

Im Zentrum der klassischen Regelungstechnik steht also das physikalisch-mathemati-
sche Modell des zu regelnden Systems. Sicherlich ist dies ein sehr sinnvoller Ansatz.
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Aber offenbar ist eine Regelung auch ohne einen solchen Ansatz moglich. Ein Mensch
kann beispielsweise fahrradfahren, ohne iiberhaupt zu wissen, was Differentialgleichun-
gen sind.

Als Alternative zur klassischen regelungstechnischen Methode, bei der der Prozefl mo-
delliert wird, bietet sich daher an, das Verhalten eines Menschen, der diesen Prozef3
regeln kann, zu modellieren und zu simulieren. Das Aufstellen eines Modells fiir das
Verhalten eines menschlichen ,,Regelungsexperten nennen wir kognitive Analyse. Zur
Durchfiihrung einer kognitiven Analyse kann ein Experte direkt befragt werden: Der
Experte formuliert dann sein Wissen in Form von linguistischen Regeln'. Anstelle der
Expertenbefragung ist auch eine Beobachtung des Expertenverhaltens méglich, um die
Ergebnisse der Beobachtung zur Aufstellung von geeigneten (linguistischen) Regeln zu
verwenden. Im Falle des Stabbalance-Problems wiire

Wenn 6 ungefdhr Null und 6 ebenfalls ungefidhr Null ist,
dann mufl auch F' ungefahr Null sein.

offenbar eine sinnvolle linguistische Regel. Zur Losung des Stabbalance-Problems wer-
den weitere Regeln benotigt, auf die wir spéter noch zuriickkommen werden.

Linguistisch formulierte Regeln bestehen im allgemeinen aus einer Préamisse, die eine
bestimmte Situation in Form einer (unscharfen) Spezifikation der Werte der Mefgrofien
beschreibt, und einer Konklusion, die den geeigneten Stellwert fiir diese Situation (un-
scharf) angibt.

Linguistische Regeln eignen sich zwar zur Beschreibung des Expertenverhaltens. Ei-
ne automatisierte Regelung erfordert aber, dafl bei gegebenen scharfen Werten fiir die
MefBgrofien ein geeigneter scharfer Wert fiir die Stellgrofie berechnet wird. Dies ist al-
lein mit den linguistischen Regeln nicht zu erreichen. Um die linguistischen Regeln
fiir eine automatisierte Regelung verwenden zu kénnen, mufl zunéchst eine angemesse-
ne mathematische Modellierung der in den Regeln auftretenden unscharfen linguisti-
schen Terme wie ungefahr Null, positiv klein usw. gefunden werden. Hierfiir bieten sich
Fuzzy-Mengen an. Desweiteren mufl festgelegt werden, wie die scharfen Werte fiir die
MefBgrofien zu den linguistischen Termen, denen Fuzzy-Mengen in der mathematischen
Modellierung entsprechen, korrespondieren und wie die Regeln die Mef3werte verarbei-
ten sollen. Als Ergebnis wire eine Fuzzy-Menge denkbar, die einem linguistischen Term
entspricht, der eine geeignete Wahl der Stellgrofle angibt. Schlieflich mufl hieraus ein
scharfer Stellwert bestimmt werden.

Eine geeignete Architektur zur Umsetzung eines kognitiven Modells in einem Regler
ist in Abbildung 4.2 dargestellt.

e Das Fuzzifizierungs-Interface nimmt den aktuellen Mewert auf und fithrt gege-
benenfalls eine Transformation des MefSwertes in einen geeigneten Wertebereich

'Wir sprechen hier von ,linguistischen“ Regeln und Ausdriicken, da diese Terminologie bei Fuzzy-
Reglern iiblich ist, auch wenn es korrekt ,natiirlichsprachlich® statt ,linguistisch“ heiflen miifite.
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Abbildung 4.2: Architektur eines Fuzzy-Reglers

durch (z.B. konnte die Skalierung so gewdhlt werden, daf§ sdmtliche Eingabe-
werte zwischen —1 und +1 liegen). Das Fuzzifizierungs-Interface kann auflerdem
dazu verwendet werden, den MeBwert in einen linguistischen Term oder eine
Fuzzy-Menge umzuwandeln. Im allgemeinen wird der scharfe Melwert z in die
Fuzzy-Menge 1y, mit

1, falls z=uxg
Tizoy(z) = { 0, sonst.

transformiert. Liegen Informationen iiber die Genauigkeit der Messung vor oder
ist die Messung an sich unscharf, kénnen anstelle der Fuzzy-Menge 1,,, die
die charakteristische Funktion der Menge {z(} darstellt, andere Fuzzy-Mengen
auftreten.

Die Wissensbasis beinhaltet zum einen Informationen iiber die Wertebereiche
der Mef3- und Stellgréen, eventuelle Normierungen und die zu den linguistischen
Termen assoziierten Fuzzy-Mengen. Diese Informationen bilden die Datenbasis.
Zum anderen enthélt die Wissensbasis eine Regelbasis in Form von linguistischen
Kontrollregeln.

Die Entscheidungslogik stellt das Rechenwerk des Fuzzy-Reglers dar, in dem aus
den Mef3groBen mit Hilfe der Wissensbasis Informationen iiber die Stellgrofie
gewonnen werden.

Das Defuzzifizierungs-Interface hat die Aufgabe, aus den von der Entscheidungs-
logik gegebenen Informationen iiber die Stellgrofle einen scharfen Stellwert zu
bestimmen — gegebenenfalls einschliefSlich einer entsprechenden Transformati-
on.
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4.2 7Zwei Ansitze zur Fuzzy-Regelung

Wir stellen in diesem Abschnitt zwei unterschiedlich arbeitende Fuzzy-Regler vor, die
sehr intuitiv motiviert sind. Eine strengere Analyse der Semantik der Fuzzy-Regler
wird in Abschnitt 4.4 ausgefiihrt, indem ein formaler Rahmen fiir das Verstédndnis und
die Interpretation des Ansatzes von Mamdani vorgestellt wird.

In beiden Ansétzen ist das Ziel die Spezifikation einer Regelfunktion. Nur die Modelle
und die Methoden sind ,,fuzzy“, das sich ergebende Kennfeld selbst ist stets scharf.
Sonst wére es auch nicht moglich, diese Modelle anzuwenden.

4.2.1 Der Ansatz von Mamdani

Bei diesem Ansatz formuliert der Experte sein Wissen in Form von linguistischen Re-
geln. Zunéchst werden die linguistischen Terme festgelegt, die in den linguistischen
Regeln auftreten konnen. Wir miissen daher fiir jede der Wertemengen X, ..., X, (fiir
die Mefigrofien) und Y (fiir die Stellgrofie) geeignete linguistische Terme wie ungefihr
Null, positiv klein usw. bestimmen. Dabei kann ungefidhr Null bezogen auf die Mef3-
grofe & durchaus etwas anderes bedeuten als fiir die MeBigréfie &. Fiir die Menge X,
konnten wir beispielsweise die drei linguistischen Terme negativ, ungefahr Null und
positiv verwenden. Fiir die mathematische Modellierung wird jedem der drei linguisti-
schen Terme eine Fuzzy-Menge zugeordnet.

Da die linguistischen Terme formal nur Namen fiir die Fuzzy-Mengen oder die durch
die Fuzzy-Mengen repréasentierten Konzepte darstellen, werden wir im folgenden zu-
erst die Fuzzy-Mengen festlegen und danach jede Fuzzy-Menge mit einem passenden
linguistischen Term versehen. Um geeignete Regeln fiir die Wissensbasis des Fuzzy-
Reglers aufstellen zu konnen, wird also zunéchst jede der Mengen Xi,..., X, und Y
mit Hilfe von Fuzzy-Mengen , partitioniert. Dazu werden auf der Menge X, p; ver-
schiedene Fuzzy-Mengen ,ugl), ey ,uz(,ll) € F(X;) definiert und jede dieser Fuzzy-Mengen
mit einem linguistischen Term assoziiert. Entspricht die Menge X; einem Intervall [a, b]

reeller Zahlen, werden héufig Dreiecksfunktionen der Form

ILLxO7E: [a,b] - [071]7
x — 1—min{e- |z —xo|,1}

verwendet. Der Wert xy € [a, b] gibt die Spitze des Dreiecks an, d.h., esist piz, (7o) = 1.
Der Parameter ¢ > 0 bestimmt, wie spitzwinklig (¢ > 1) oder wie stumpfwinklig
(0 < e < 1) das Dreieck ist. Gilt a < ;1 < ... < x,, < b, so werden meist nur die
Fuzzy-Mengen ,ugl), e 7,“;(011)—1 als Dreiecksfunktionen definiert. An den ,,Réndern® des
Intervalls verwendet man dagegen oft

Vs e b] = [0,1],
_ 1, falls x < ux
. 1 —min{e - (x —x1),1}, sonst
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I I o
T t

-90 negativ ungefdhr Null positiv 90

Abbildung 4.3: Eine grobe Partitionierung

negativ negativ positiv positiv
grofs klein ) klein grofy

Y

-90 negativ ungefahr positiv 90
mittel Null mittel

Abbildung 4.4: Eine feine Partitionierung

fiir die linke und

uy) : lab] — [0,1],
R { 1, falls z, <=
1 — min{e - (zp, —x),1}, sonst

fiir die rechte Grenze. Jeder Fuzzy-Menge ygl), e uéll) wird ein linguistischer Term
wie positiv klein zugeordnet. Abbildung 4.3 zeigt eine grobe Partitionierung der Menge
[—90, 90] mit 3 Fuzzy-Mengen, denen die linguistischen Terme negativ, etwa Null und
positiv zugeordnet sind. In Abbildung 4.4 ist eine feinere Partitionierung mit sieben
Fuzzy-Mengen dargestellt. Die Fuzzy-Mengen entsprechen den linguistischen Termen
negativ grof3, negativ mittel, negativ klein, etwa Null, positiv klein, positiv mittel und
positiv grofi.
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Dreiecksfunktionen werden vor allem deswegen verwendet, weil die innerhalb des Fuzzy-
Reglers durchzufithrenden Berechnungen bei stiickweise linearen Funktionen sehr ein-
fach werden. Im Abschnitt 4.4 werden wir sehen, daf§ die Dreiecksfunktionen auflerdem
als Singletons im Sinne des Beispiels 2.56 eine wichtige Rolle spielen.

Prinzipiell sind anstelle der Dreiecksfunktionen beliebige Fuzzy-Mengen zugelassen.
Um die Fuzzy-Mengen als ungefidhre Zahlenwerte oder unscharfe Intervalle interpretie-
ren zu konnen, empfehlen sich unimodale Funktionen bzw. Fuzzy-Zahlen oder Fuzzy-
Intervalle, d.h. Elemente aus Fj(IR). Haufig werden die Fuzzy-Mengen so gewihlt, dafl
die Bedingung

i #j = sup {min{p{" (), pi" (2)}} < 0.5.

reXq

erfiillt ist, was wir spéter als Disjunktheitsforderung interpretieren werden.
So wie die Menge X in die p; Fuzzy-Mengen ugl), ceey uéll) unterteilt wird, werden auch
Partitionierungen mit Hilfe von p; (i = 2,...,n) bzw. p Fuzzy-Mengen ,ugi), e ,,ug,) €

F(X;) bzw. py, ..., 1y € F(Y) der Mengen Xy, ..., X, und Y vorgenommen.

Diese Partitionierungen und die mit den Fuzzy-Mengen assoziierten linguistischen
Terme stellen die Datenbasis innerhalb der Wissensbasis des Fuzzy-Reglers dar.

Beispiel 4.1 (Fortsetzung) Fiir das Stabbalance-Problem wihlen wir fiir die Menge
X eine Partitionierung, wie sie in Abbildung 4.4 dargestellt ist. Die Tréager der ein-
zelnen Fuzzy-Mengen (die Menge der Punkte, bei denen der Zugehorigkeitsgrad grofier
als Null ist, vgl. Beispiel 2.5) sind Intervalle von einer Linge eines Viertels des Ge-
samtbereichs X7, d.h., die Dreiecke haben eine Breite von 45. Fiir die Mengen X5 und
Y wéahlen wir entsprechende Partitionierungen, bei denen die Dreiecke eine Breite von
22.5 bzw. 5 haben. O

Nachdem die Partitionierungen der Mengen X, ..., X,,,Y festgelegt sind, spezifizieren
wir nun die Regelbasis. Die Regelbasis besteht aus k Kontrollregeln der Form

if { is A;;, and ... and ¢, is A4;,, then 7 is B (r=1,...,k).
Dabei sind A;, ..., A;,, und B linguistische Terme, die den Fuzzy-Mengen ,ugll)r, Cey
Mz(:,)r bzw. ;. geméf den Partitionierungen der Mengen X, ..., X,, bzw. Y entsprechen.

Diese Kontrollregeln sollen hier im Falle des Ansatzes von Mamdani nicht als Impli-
kationen, sondern im Sinne einer stiickweise definierten Funktion verstanden werden,
d.h., die k£ Regeln entsprechen der ,, Funktionsdefinition®* n = ¢(&1, ..., &,) mit

Bil falls gléAiLl und ... und §n£A1n1

77£

By, falls §=A;, und...und §,=A; .
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0
| ng [nm [nk [uN | pk [pm | py |
ng pk | pg
nm pm
0 nk | nm nk | pk
ulN || ng | nm | nk | ulN | pk | pm | pg
pk nk | pk pm
pm nm
Py ng | nk

Tabelle 4.1: Die Regelbasis fiir das Stabbalance-Problem.

Beispiel 4.1 (Fortsetzung) Fiir das Stabbalance-Problem verwenden wir die in Ta-
belle 4.1 dargestellte Regelbasis mit 19 Regeln. Dabei ist beispielsweise der Eintrag in
der zweiten Zeile der Tabelle als die Regel

if 0 is ungefihr Null and 6 is negativ mittel
then F' is positiv mittel.

zu lesen. Die Tabelle ist nicht vollstéindig ausgefiillt, d.h., es wurde nicht fiir jedes
mogliche Paar von linguistischen Termen fiir den Winkel und die Winkelgeschwindigkeit
ein linguistischer Term fiir die Stellgrofle angegeben. Da die einzelnen Tabelleneintriage
— wie wir noch sehen werden — nicht disjunkten Féllen entsprechen, ist es nicht
notwendig, die gesamte Tabelle auszufiillen. Aulerdem brauchen wir fiir bestimmte
Extremsituationen, in denen der Stab nicht mehr vor dem Umfallen bewahrt werden
kann, keine Stellgréfle anzugeben. O

Ein vom Fuzzifizierungs-Interface aufgenommenes Tupel (z1,...,2,) € X3 X ... x X,
von aktuellen Mefiwerten wird (gegebenenfalls nach einer Transformation) direkt an
die Entscheidungslogik weitergegeben; eine echte Fuzzifizierung findet also nicht statt.

Die Entscheidungslogik wertet zunéchst jede Regel R, einzeln aus. Betrachten wir die
Regel

if {; is A;,, and ... and ¢, is 4;,, then 7 is B; .

Zur Auswertung wird zuerst der Erfiilllungs- oder Akzeptanzgrad bestimmt, zu dem
die Pramisse bei den vorliegenden MeBwerten erfiillt ist. Dazu wird fiir v = 1,...,n
der Wert p™)(x,) berechnet, der angibt, in wieweit der MeBwert z,, dem zu der Fuzzy-
Menge ;) gehérenden linguistischen Term entspricht. Da in der Pramisse der Regel
R, verlangt wird, daf8 x,...,x, den linguistischen Term A; ... bzw. A;  erfiillt,

miissen die Werte p1”) (z,,) (v = 1,...,n) geeignet konjunktiv verkniipft werden. Dies

tu,r
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geschieht durch Berechnung des Wertes o = min{pglly)r, o ’MEZ)T}' Damit erhalten wir
fiir jede Regel R, der k Regeln den Wert
def . 1 n

a, = mm{,uz(l’)r(xl), . ,,ugn’)r(xn)}. (4.1)
Der Wert (4.1) gibt den Erfiillungsgrad der Pramisse der Regel R, an. Als Ausgabe der
Regel R, ergibt sich dann die Fuzzy-Menge von Stellwerten, die man durch ,, Abschnei-
den® der ,,Ausgabe“-Fuzzy-Menge p; der Regel R, bei dem durch (4.1) gegebenen
Zugehorigkeitsgrad erhélt. Formal induziert die Regel R, bei gegebenen MeBwerten
(x1,...,2,) die Fuzzy-Menge

o)y —[0,1],
. 1 n
y o min{pd (@), ml” (), i ()}

Fiir den Fall, da8 ,uz(lly)r (1) ="+ = ,ugf,)r (z5) = 1gilt, folgt QM) = yy; ~d.h., erfiillen
die MeBiwerte die Pramisse der Regel R, vollstindig, liefert die Regel R, gerade ihre
,Konklusions“-Fuzzy-Menge als Ausgabe. Falls fiir ein v € {1,...,n} pz(r)r(xy) = 0 gilt,

ergibt sich fiir die Regel R, die Fuzzy-Menge, die identisch 0 ist.

Beispiel 4.1 (Fortsetzung) Die aktuellen Mefiwerte fiir den Winkel und die Win-
kelgeschwindigkeit seien § = 36° bzw. § = —2.25°-s71. Die einzigen Regeln, fiir die der
Wert (4.1) nicht Null wird, sind die beiden Regeln

Ry: if 0 is positiv klein and 0 is ungefihr Null
then [ is positiv klein

und

Ry: if 0 is positiv mittel and 0 is ungefidhr Null
then F' is positiv mittel.

Fiir Ry ist die Pramisse nach der Gleichung (4.1) zum Grad 0.4 = min{0.4, 0.8} erfiillt,
so dafl wir

%-y, falls 0<y <1

Moutput(Rl)(y> _ 04, falls 1 S Yy S 4

36,—2.25 9 _ % cy, falls 4<y<5
0, sonst,.

erhalten. Fiir die Regel R, ergibt sich der Wert 0.6 = min{0.6, 0.8} fiir den Erfiillungs-
grad der Pramisse und damit

2.y 1, falls 25<y<4
0.6, falls 4 <y <6
3-2.y falls 6 <y<75
0

, sonst.

output(R:
#36,32.55 2)(9) =
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Die Abbildungen 4.5 und 4.6 veranschaulichen die Auswertungen der Regeln R; bzw.
Rs. Die waagerechte gepunktete Linie gibt jeweils den Akzeptanzgrad fiir die Préamis-
se der jeweiligen Regel an, so dafl die Fuzzy-Menge fiir die Stellgrofie auf dieser Hohe
sabgeschnitten“ werden mufl. Als Ergebnisse der beiden Regeln erhalten wir die schraf-
fierten Fuzzy-Mengen.

Fiir alle anderen Regeln ergibt sich ein Erfiillungsgrad von Null fiir die Pramisse, so
daB diese Regeln jeweils die Fuzzy-Menge, die konstant Null ist, als Resultat liefern. O

Nachdem die Entscheidungslogik jede einzelne Regel ausgewertet hat, muf sie die bei
der Auswertung erhaltenen Fuzzy-Mengen mittels Maximumbildung (Vereinigung) zu
einer Fuzzy-Menge zusammenfiigen. Insgesamt liefert die Entscheidungslogik die Fuzzy-
Menge

,uoutputn . Y N [07 1],

T,y
() (n) |
y o mmax {min{ug)) (@0), i (), (W)} (4.2)

die dem Defuzzifizierungs-Interface zur Bestimmung eines scharfen Ausgabewertes
iibergeben wird.

Beispiel 4.1 (Fortsetzung) Legen wir die Mefiwerte § = 36° und = —225°. 57!
zugrunde, ergeben sich die in den Abbildungen 4.5 und 4.6 rechts dargestellten Fuzzy-
Mengen. Die Vereinigung dieser beiden Fuzzy-Mengen liefert die in Abbildung 4.7 ge-
zeigte Fuzzy-Menge

% -, falls 0 <y<1
0.4, falls 1 <y <35
output % cy—1, falls 3.5 <y <4
/~L36,—2.25(y) = 0.6, falls 4 <y<6
3—%3/, falls 6 <y <75
0 sonst.

Die Fuzzy-Mengen, die die Auswertungen der anderen Regeln liefern, brauchen nicht
beriicksichtigt zu werden, da sie konstant Null sind und somit bei der Vereinigung
(Maximumbildung) keine Rolle spielen. O

Mit Hilfe der obigen Methode erhilt man eine Abbildung, die jedem Tupel (z1, ..., z,)
€ X; x...x X, von MeBwerten eine Fuzzy-Menge — namlich p"**"; — von Y zuord-

net. Die Entscheidungslogik berechnet keinen scharfen Stellwert, sondern beschreibt
den Stellwert nur in Form einer Fuzzy-Menge. Die Aufgabe des Defuzzifizierungs-
Interface ist es, aus der Fuzzy-Menge u;"lltp“;n einen scharfen Stellwert zu gewinnen
(,,defuzzifizieren*). Hierfiir wird meistens eine der drei folgenden Methoden verwendet.



4.2. Zwei Ansétze zur Fuzzy-Regelung 173

225 36 45 -11.25 -2.25 0 11.25

positiv klein ungefihr Null positiv klein

Abbildung 4.5: Auswertung der Regel R;

225 36 45 67.5 -11.25 -2.25 0 11.25 2.5 ) 7.5

positiv mittel ungefiahr Null positiv mittel

Abbildung 4.6: Auswertung der Regel R,

0.6

0.4

-
T —

1 3.5 4 6 7.5

Abbildung 4.7: Die Fuzzy-Menge uggf,pg.t%
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Die Max-Kriterium-Methode

Bei der Max-Kriterium-Methode wird ein beliebiger Wert y € Y ausgewéhlt, fiir den
die Fuzzy-Menge ;L"“tpu;7 ihren maximalen Zugehorigkeitsgrad annimmt. In Beispiel 4.1

(vgl. Abbildung 4.7) bedeutet das, dafi jeder Wert y € [4,6] als Stellwert verwendet
werden darf.

Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dafl sie auch anwendbar ist, wenn Y eine
beliebige Menge von Kontrollaktionen, aber keine Teilmenge der reellen Zahlen ist.
Der Nachteil besteht darin, dafi die Max-Kriterium-Methode eigentlich eine Klasse
von Defuzzifizierungsstrategien darstellt, da nicht vorgegeben wird, welcher der Wer-
te mit maximalem Zugehorigkeitsgrad zu wéhlen ist. Wird nach jeder Messung ein
Wert zufillig ausgewéhlt, ist das Verhalten des Fuzzy-Reglers nicht-deterministisch.
Aulerdem kann er ein sehr sprunghaftes Regelverhalten aufweisen.

Die Mean-of-Maxima-Methode (MOM)

Fiir die Mean-of-Maxima-Methode wird vorausgesetzt, dafl die Menge Y ein Intervall
ist und daf8 die Menge Max(pt'P" ) « {y eY | Vy €Y : pQMPut (yf) < povteut ()}

Z1,.-Tn T15e-Tn

nicht-leer und (Borel-)mefbar ist. Als scharfer Stellwert wird der Mittelwert iiber die
Menge Max(ug"**" ) gewdhlt. Falls die Menge Max(ug"**" ) endlich ist, ergibt sich
der Stellwert zu

1
n= ’Max(luoutput ) Z Y,
X1,y yeMax(uouﬁ??t )
andernfalls zu .
U i dy Yy ay
out ut output
yEMax(pig, p ) yEMax(pizy, . zn)

Es muf8 nicht unbedingt 7 € Max(ugi'™™" ) gelten. Dies kann unerwiinschte Folgen
haben, die in Beispiel 4.2 beschrieben werden.

Die Mean-of-Maxima-Methode fiihrt — zumindest bei der Verwendung von symmetri-
schen Dreiecksfunktionen bei der Partitionierung der Menge Y — zu einem unstetigen
Verlauf der Stellgréfie. Denn da die Menge Max(pg)""" ) in den meisten Féllen allein
von der Fuzzy-Menge p;. bestimmt wird, fiir die der Erfiillungsgrad der Pramisse der
entsprechenden Regel R, am gréfiten ist, ist Max(ug)'*" ) ein symmetrisches Inter-
vall um den Punkt y; , bei dem p;. den Wert 1 annimmt. Solange die Fuzzy-Menge
i, ,dominiert,” bleibt die Stellgréfie daher unverdndert bei dem Wert y; . Erst wenn
die Pramisse einer anderen Regel R, einen hoheren Erfiillungsgrad als die Prémisse
der Regel R, liefert, wird sprunghaft auf den Stellwert umgestellt, bei dem die Drei-
ecksfunktion p;, den Wert 1 annimmt. Durch dieses unstetige Regelverhalten kénnen
ruckartige Anderungen in der Regelstrecke hervorgerufen werden, die auerdem eine
starke Belastung der Stelleinrichtung zur Folge haben, was im allgemeinen unerwiinscht

ist.
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Die Schwerpunktsmethode (Centre-of-Gravity-Methode, COG)

Fiir die Schwerpunktsmethode bedarf es derselben Voraussetzungen wie fiir die Mean-
of-Maxima-Methode. Als Stellwert n wird der Wert verwendet, der unter dem Schwer-
punkt der durch die Funktion p**" und der y-Achse begrenzten Fliche liegt. Formal
bedeutet das

1
1= / Y by, (y)dy. (4.3)

yeyY
Die Schwerpunktsmethode hat den Vorteil, fast immer ein relativ glattes Regelverhal-
ten zu erzeugen. Die der Schwerpunktsmethode zugrundeliegende Idee besteht darin,
die Regeln entsprechend dem FErfiillungsgrad ihrer Pramissen bei der Stellwertberech-
nung zu beriicksichtigen. Setzen wir ein stetiges Verhalten des zu steuernden Prozesses
voraus, so garantiert die Schwerpunktsmethode die folgende Eigenschaft: War eine
Kontrollregel im vorherigen Regelschritt dominierend, d.h., war der Erfiillungsgrad
der Pramisse fiir diese Regel am grofiten, so ist sie bei der Bestimmung des néchsten
Stellwertes zwar nicht notwendigerweise wiederum dominierend, jedoch wird sie einen
Einfluf§ auf die Schwerpunktsberechnung nehmen, da durch die Stetigkeit des Prozes-
ses fiir keine Regel der Erfiillungsgrad der Priamisse von einem grofien Wert in einem
Schritt auf 0 fallen kann.

Die Nachteile der Schwerpunktsmethode bestehen darin, dafl die Schwerpunktsbildung
formal aus der Sicht der Theorie der Fuzzy-Mengen kaum zu rechtfertigen ist, dafl
sie sehr aufwendig zu berechnen ist und daf§ die im Beispiel 4.2 erwdhnte Anomalie
auftreten kann.

Die Schwerpunktsmethode wird auch Centre-of-Area-Methode (COA) genannt. Denn
der gleiche Wert wie bei der Schwerpunktsmethode ergibt sich auch, wenn man als
Ausgabe den Wert wéhlt, durch den die durch die Fuzzy-Menge ug‘lltp“;n beschriebene
Fléache in zwei gleichgrofle Teile geteilt wird.

Beispiel 4.1 (Fortsetzung) Die Defuzzifizierung der in Abbildung 4.7 dargestellten
Fuzzy-Menge liefert den Wert F' = 5 mit der Mean-of-Maxima-Methode. Die Schwer-
punktsbildung ergibt F' = 2%25 ~ 3.95 (vgl. Abbildung 4.8). a

Obwohl die Schwerpunkts- und die Mean-of-Maxima-Methode auf den ersten Blick
sehr plausibel erscheinen, kénnen sie in bestimmten Féllen — wie etwa im folgenden
Beispiel — unerwiinschte Ergebnisse produzieren.

Beispiel 4.2 Wir betrachten einen Fuzzy-Regler, der ein Modellauto so lenken soll,
daf} es Hindernissen automatisch ausweicht. Taucht ein Hindernis genau in Fahrtrich-
tung des Autos auf, koénnte die in Abbildung 4.9 dargestellte Fuzzy-Menge das Ergebnis
der Entscheidungslogik sein. Diese Fuzzy-Menge kann als ,,weiche nach links oder nach
rechts aus® interpretiert werden — eine plausible Kontrollanweisung.
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—_

0.6

0.4

| I I |
T T

4 6 7.5

y

1 3.5

CcCOG MOM

Abbildung 4.8: Defuzzifizierung mit Hilfe der Schwerpunkts- und der Mean-of-Maxima-
Methode

Y

Abbildung 4.9: Eine Fuzzy-Menge, bei der die Defuzzifizierungsstrategien MOM und
COG zu unerwiinschten Resultaten fithren kénnen.
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Sowohl die Schwerpunkts- als auch die Mean-of-Maxima-Methode liefern jedoch als
Kontrollaktion den Wert 0, d.h., das Auto fahrt weiter direkt auf das Hindernis zu, bis
es zu einer Kollision kommt. O

Die in Beispiel 4.2 dargestellte Anomalie tritt bei konvexen Fuzzy-Mengen nicht auf.

Konvexe Fuzzy-Mengen konnen als Repriisentation eines einzelnen (unscharfen) Wertes
oder Intervalls aufgefafit werden. In Beispiel 4.2 erweisen sich aber zwei gegensétzli-
che Kontrollaktionen als verniinftig. Die Kontrollregeln beschreiben in diesem Fall ein
nicht-deterministisches Verhalten des Kontrollexperten, der sich zwischen den Alterna-
tiven nach links oder nach rechts auszuweichen entscheiden kann.

Die Defuzzifizierung 148t sich in zwei verschiedene Aufgaben unterteilen:

(i) Umwandlung einer Fuzzy-Menge in scharfe Werte

(ii) Auswahl einer Aktion unter mehreren Kontrollaktionen

Gehen wir davon aus, dal die zu defuzzifizierende Fuzzy-Menge einen einzelnen (un-
scharfen) Stellwert repriisentiert, entfillt die zweite Aufgabe. Es geniigt, aus der gege-
benen Fuzzy-Menge den Stellwert zu bestimmen. Die Defuzzifizierungsstrategien MOM
und COG gehen von dieser Voraussetzung aus. Stellt die zu defuzzifizierende Fuzzy-
Menge aber eine Menge mit mehreren Elementen dar, miissen die Aufgaben (i) und (ii)
durchgefiihrt werden. Dabei spielt ihre Reihenfolge eine Rolle fiir die anzuwendenden

Techniken.

Wird zuerst die Aufgabe (ii) bearbeitet, miissen wir aus einer gegebenen Fuzzy-Menge,
die eine mehrelementige Menge reprisentiert, eine (Teil-)Fuzzy-Menge bestimmen, die
nur ein einzelnes Element wiedergibt. Diese Fuzzy-Menge kénnte dann mit Hilfe der
Strategien MOM oder COG zu einem scharfen Wert defuzzifiziert werden. In Bei-
spiel 4.2 wiirde dies bedeuten, zunéchst die in Abbildung 4.9 dargestellte Fuzzy-Menge
auf eines der beiden Dreiecke — etwa das linke — zu reduzieren und dann dieses Dreieck
zu defuzzifizieren, so dal wir als Resultat ,,nach links ausweichen* erhalten.

Die andere Moglichkeit besteht darin, zuerst Aufgabe (i) zu losen, wodurch wir eine
mehrelementige Menge moglicher Werten erhalten und danach einen beliebigen Wert
aus dieser Menge auszuwéhlen. In Beispiel 4.2 wiirde dieses Verfahren die beiden Werte
liefern, bei denen die Dreiecksfunktionen ihre Maxima annehmen, so dafl man sich
schlieflich fiir einen der beiden Werte entscheiden miifite.

Um die Problematik mehrere Werte darstellender Fuzzy-Mengen zu umgehen, sollten
die Kontrollregeln so formuliert werden, dafl sie einen deterministischen Kontrollex-
perten modellieren, so daf§ die Ausgabe der Entscheidungslogik in Form der Fuzzy-
Menge p"**"% = als einzelner (unscharfer) Wert zu interpretieren ist. Dadurch eriibrigt

sich die Aufgabe (ii) der Defuzzifikation. Die Einschrénkung auf deterministisches Ver-
halten ist nicht besonders gravierend, da ein Fuzzy-Regler schon aus Griinden der
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Zuverlassigkeit und Vorhersagbarkeit deterministisch arbeiten sollte und der Kontroll-
experte sich ja nur in den Situationen, wo mehrere Kontrollaktionen méoglich sind, bei
der Spezifikation der Regeln fiir eine Aktion entscheiden muf}. Formal bedeutet die-
se Einschrinkung, dafl der Experte bei der Spezifikation der Regeln keine allgemeine
Relation R C (X; x ... x X,,) X Y von korrekten Ein-Ausgabe-Tupeln beschreibt, son-
dern sich auf eine Funktion ¢ : X; x ... x X, — Y beschrankt — also eine Relation
R C(X;x...xX,)xY, beidereszujedem (z1,...,2,) € Xj X...x X, genau einen
Wert y € Y gibt, so daB ((z1,...,2,),y) € R gilt.

4.2.2 Der Ansatz von Takagi und Sugeno

Die auf Takagi und Sugeno zuriickgehende Methode der Fuzzy-Regelung entspricht
einer Modifizierung des Ansatzes von Mamdani.

Fiir einen Sugeno-Fuzzy-Regler werden nur die Mengen X; x...x X, fiir die MeBgrofien
wie bei dem Ansatz von Mamdani durch Fuzzy-Mengen partitioniert. Fiir die Menge
Y der moglichen Stellwerte wird keine Partitionierung benétigt. Die k& Kontrollregeln
sind jetzt von der Form

R,: if& is A;, and ... and §, is A

then n:fr(§17"'7€n)7
r=1,...,k,

in,r

Dabei ist f, eine Abbildung von X; x ... x X,, nach Y (r =1,... k). Im allgemeinen
wird angenommen, dafl f, linear ist, d.h. f.(z1,...,x,) = aY) x4 Aa z, +a™,

Die Aufgabe der Entscheidungslogik ist es nun, bei gegebenen Mewerten (x4, ..., z,) €
X x...x X, fiur jede Regel R, den Wert f,.(z1,...,x,) und den Erfiillungsgrad «,. der
Pramisse, der genau wie im Falle des Mamdani-Fuzzy-Reglers nach der Gleichung (4.1)
berechnet wird, zu bestimmen. Der Stellwert n ergibt sich direkt aus der Formel

k
Zl Q- fr(xla v axn)
r—=

n= A
> Qp

r=1

Es wird also die mit den Erfiillungsgraden der Pramissen gewichtete Summe der Aus-

gabewerte der einzelnen Regeln als Stellwert verwendet. Eine Defuzzifizierung ist daher
beim Sugeno-Regler nicht notwendig.
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Abbildung 4.10: Das Durchfahren einer Kurve

Beispiel 4.3 Ein Modellauto soll mit konstanter Geschwindigkeit durch eine Kurve,
wie sie in Abbildung 4.10 dargestellt ist, gesteuert werden.

Dabei konnen die folgenden MefgroBen verwendet werden (vgl. Abbildung 4.11):

&1: Abstand des Autos zur Einfahrt in die Kurve,
&:  Abstand des Autos zur inneren Wand,

&:  Richtung (Winkel) des Autos,

&4: Abstand des Autos zur duleren Wand.

Die Stellgrofie n ist die Drehgeschwindigkeit des Lenkrads. Die Mengen der moglichen
Werte fiir die MeBgrofien sind X; = [0, 150] (cm), X = [0, 150] (cm), X35 = [—90, 90] (°)
und X, = [0,150] (cm). Die zugehorigen Partitionierungen sind in Abbildung 4.12
dargestellt.

Die fiir die Steuerung des Autos verwendeten Regeln sind von der Form

R, if& is Aand & is B and & is C' and &, is D

A,B,C,D A,B,C,D A,B,C,D
then 7 = pj o &+ )&
A,B,C,D A,B,C,D
+P§ )'53 +pf1 )'54-

Dabei ist

A € {klein, mittel, grofi},

B € {klein, gro83},

C € {auflen, vorwirts, innen},
D € {klein},

AB,C,D AB.C,D
P ) e R.



180 Kapitel 4. Fuzzy-Regelung

Abbildung 4.11: Die Mefigrofien fiir die Steuerung des Autos

Es sind auch Regeln zuléssig, in denen nicht alle vier Meflgroflen &1, . . ., &, auftauchen.

Die in den Regeln fiir die Stellgrofie auftretenden Funktionen n = f,.(&1, &2, &3, &4) wer-
den hier wie in den meisten Anwendungen als linear in den Stellgréfien &1, ..., &, vor-
ausgesetzt. Die fiir die Steuerung des Autos verwendeten Regeln sind in der Tabelle 4.3
aufgelistet.

Ist das Auto 10 cm von der Einfahrt zur Kurve entfernt (§; = 10), betrégt der Abstand
des Autos zur Innenwand der Kurve 30 cm (& = 30), zur Aulenwand 50 cm ({4 = 50)
und steht das Auto gerade (¢35 = 0), ergibt die Auswertung der Regeln Ry, ..., Ry
nach der Gleichung (4.1) nur fiir die Regeln R4 und R; einen von Null verschiedenen
Wert. Die Zugehorigkeitsgrade fiir diese Werte zu den einzelnen Fuzzy-Mengen sind in
der Tabelle 4.2 aufgefiihrt.

Fiir die Pramissen der Regeln R, und R; ergibt sich ein Erfiillungsgrad von ay =
1

bzw. a; = %. Als Wichtungsfaktoren fiir die Regeln erhalten wir daher W, = j; =

W =

e
ol

fiir die Regel Ry und Wy = 51 = 2 fiir die Regel R;.

T, T — &
its  °
Die Regeln R4 und R; liefern den Wert

Ny = 0.303 —0.026 - 10 + 0.061 - 30 — 0.050 - 0 + 0.000 - 50
1.873

bzw.
n; = 2.990 —0.017 - 10 + 0.000 - 30 — 0.021 - 0 + 0.000 - 50

= 2.820,

Die Stellgrofie n wird als das gewichtete Mittel dieser Werte berechnet, so daf sich

3 2
n= 5 1.873 + 5 2.820 = 2.2518.
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klein mittel grof

|

T T _—

30 50 60 70 90 140

o

klein grof
1
| &
0 20 40 80
auflen VOrwarts innen
-60 -30 -20 0 20 30 60
klein
1
&4
0 40

Abbildung 4.12: Die Partitionierungen der Mengen X7, X5, X3 und Xjy.
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& =10

‘klein mittel grofl
| 0.8 0 0

Zugehorigkeitsgrade des Wertes & = 10
zu den Fuzzy-Mengen der Partitionierung von X;.

‘ klein  grof3
&=30] 025 0.167

Zugehorigkeitsgrade des Wertes & = 30
zu den Fuzzy-Mengen der Partitionierung von Xs.

‘ auflen vorwirts innen
&=0] 0 1 0

Zugehorigkeitsgrade des Wertes &3 = 0
zu den Fuzzy-Mengen der Partitionierung von Xj.

‘ klein
&4=50] 0

Zugehorigkeitsgrad des Wertes &4 = 50
zu der Fuzzy-Menge der Partitionierung von Xj.

Tabelle 4.2: Die Zugehorigkeitsgrade fiir die Steuerung des Autos
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Regel & &2 &3 &4 Do P1 D2 D3 D4

Ry - - auflen klein  3.000 0.000 0.000 -0.045 -0.004
Rs - - vorwarts klein  3.000  0.000 0.000 -0.030 -0.090
R3 klein  klein auflen — 3.000 -0.041 0.004 0.000 0.000
Ry klein  klein vorwiérts - 0.303 -0.026 0.061 -0.050 0.000
Rs klein  klein innen - 0.000 -0.025 0.070 -0.075  0.000
Rg klein  grol auflen - 3.000 -0.066 0.000 -0.034 0.000
Ry klein  grol  vorwirts - 2.990 -0.017 0.000 -0.021  0.000
Rg klein  gro innen - 1.500 0.025 0.000 -0.050  0.000
Ry mittel klein auflen - 3.000 -0.017 0.005 -0.036 0.000
Rio mittel klein vorwérts - 0.053 -0.038 0.080 -0.034 0.000
R mittel klein innen — -1.220 -0.016 0.047 -0.018  0.000
Rio mittel gro  auflen - 3.000 -0.027 0.000 -0.044 0.000
Ri3 mittel gro}  vorwirts - 7.000 -0.049 0.000 -0.041 0.000
Ria mittel grofl innen - 4.000 -0.025 0.000 -0.100 0.000
Ri5 grof klein auflen - 0.370 0.000 0.000 -0.007 0.000
Ry grof klein vorwarts - -0.900 0.000 0.034 -0.030 0.000
Ry grofy klein  innen - -1.500  0.000 0.005 -0.100  0.000
Rig grof} grofl  auflen - 1.000  0.000 0.000 -0.013 0.000
Rig grof grol  vorwirts - 0.000 0.000 0.000 -0.006 0.000
Rog grof gro}  innen — 0.000  0.000 0.000 -0.010 0.000

Tabelle 4.3: Die Regeln zur Steuerung des Autos

ergibt. O

4.3 Entwurf und Optimierung
von Fuzzy-Reglern

In diesem Abschnitt erlautern wir kurz die bei der Entwicklung eines Fuzzy-Reglers
auszufiihrenden Schritte und die dabei moglicherweise zu beriicksichtigenden Probleme.

4.3.1 Festlegung der Mef3- und Stellgréflen

Der Entwurf eines Fuzzy-Reglers erfordert zuerst die Festlegung einer geeigneten Da-
tenbasis innerhalb der Wissensbasis. Die Festsetzung der Me- und Stellgréflen ergibt
sich bei einfachen Prozessen — wie etwa dem Stabbalance-Problem — von selbst.
Bei komplizierteren Prozessen ist nicht immer offensichtlich, welche Mefidaten fiir ei-
ne zufriedenstellende Regelung benotigt werden. Ein Fuzzy-Regler zur Steuerung einer
Klimaanlage erfordert sicherlich einen Mef}fiihler fiir die Temperatur und die relative
Luftfeuchtigkeit im zu klimatisierenden Raum. Es kann aber sehr niitzlich, aber auch
nicht unbedingt notwendig sein, zusétzlich die Auflentemperatur zu kennen, die im
allgemeinen relativ leicht zugénglich ist, sofern ein Auflentemperaturfithler mit dem
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Regler verbunden werden kann. Eine andere, moglicherweise wichtige Einfluigrofie ist
die Anzahl der Menschen im zu klimatisierenden Raum. Die automatische Messung
dieser Anzahl diirfte allerdings schwer zu realisieren sein. Bei der Festlegung der Stell-
grofe sollte beriicksichtigt werden, dafl im allgemeinen ein besseres Regelungsverhalten
erzielt wird, wenn der Fuzzy-Regler die Anderung des Stellwertes anstelle des eigentli-
chen Stellwertes bestimmt. Werden mehrere Stellgroflen benétigt, mufl fiir jede Stell-
groffe ein eigener Fuzzy-Regler entworfen werden. Bei der Spezifikation der Regeln ist
spater darauf zu achten, daf sich die Effekte zweier Stellgrofien aufheben oder addieren
konnen.

Héaufig gibt es fiir den zu regelnden Prozefl genau einen angestrebten Idealzustand.
Beim Stabbalance-Problem wird dieser Zustand durch die Werte # = 0 und 6 = 0
beschrieben, d.h., der Stab steht aufrecht und bewegt sich nicht. Fiir solche Prozes-
se kann es sinnvoll sein, aus den gemessenen Grofien die Anderung der Abweichung
(Fehlerdnderung) zu bestimmen und diese Werte als Eingabe fiir den Fuzzy-Regler zu
verwenden. Beim Stabbalance-Problem entspricht der gemessene Winkel dem Fehler
und die gemessene Winkelgeschwindigkeit der Fehlerdnderung. Im allgemeinen miissen
der Fehler und die Fehlerdnderung erst aus den von den Mef}fiithlern ermittelten Werten
berechnet werden. Fiir eine Klimaanlage ergibt sich der Fehler der Temperatur aus der
Differenz der gemessenen Temperatur und der gewiinschten Temperatur.

4.3.2 Die Wertebereiche fiir die Mef3- und Stellgréfien

Nach der Festlegung der MefB- und Stellgréffen miissen die Wertebereiche fiir diese
Grofen, d.h. die Mengen X,...,X,, und Y definiert werden. Fiir bestimmte Grofien
legt die Natur des Prozesses diese Mengen fest — z.B. kann im Falle des Stabbalance-
Problems der Winkel offenbar genau die Werte zwischen —90° und +90° annehmen.
Fiir andere Groflen miissen die Wertebereiche aus Erfahrung oder heuristisch bestimmt
werden. So steht beim Stabbalance-Problem nicht unmittelbar fest, welche Werte der
Winkelgeschwindigkeit man sinnvollerweise betrachtet. Aulerdem miissen technische
Einschrankungen beriicksichtigt werden. Es sollten Meffiihler vorhanden sein, die den
gesamten Wertebereich erfassen konnen und eine geniigend grofle Meflgenauigkeit auf-
weisen. Weiter ergeben sich Beschrankungen fiir die Stellgréfle aus der Realisierung
der gewiinschten Kontrollaktionen. Die Kraft F' fiir das Stabbalance-Problem kann
sicherlich nicht beliebig grof3 gewéhlt werden.

Héufig werden Analog-Digital-Wandler eingesetzt, die die analogen Messungen der
Meffiihler in diskrete, digitale Werte umsetzen. In diesem Fall bietet sich eine Dis-
kretisierung der Wertebereiche an, so daf§ Xy,..., X, und Y endliche Mengen werden.
Eine Diskretisierung entspricht einer Aufteilung eines Intervalls in endlich viele Teil-
intervalle. Aus jedem dieser Teilintervalle wird ein Wert gewéhlt, der reprédsentativ
fiir alle anderen Werte des Intervalls steht. Neben der Diskretisierung kann auch eine
Transformation oder Normierung der Wertebereiche — z.B. in das Intervall [—1,1] —
vorgenommen werden. Diese Transformation mufl nicht linear sein.
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4.3.3 Partitionierungen der Wertebereiche

Nach der Bestimmung geeigneter Wertebereiche fiir die MeB- und Stellgréfen miissen
diese Wertebereiche durch Fuzzy-Mengen partitioniert und entsprechende linguistische
Terme mit den Fuzzy-Mengen assoziiert werden. Im Falle eines Sugeno-Fuzzy-Reglers
muf} dies nur fiir die MeBgréflen geschehen.

Auch hierbei kann eine Diskretisierung in dem Sinne, dafl nur endlich viele Werte aus
dem Einheitsintervall als Zugehorigkeitsgrade fiir die Fuzzy-Mengen zugelassen werden,
sinnvoll sein.

Bei der Partitionierung jedes einzelnen Wertebereichs muf3 die Anzahl der Fuzzy-
Mengen und ihre Form festgelegt werden. Zur Festlegung der Form eignen sich am
besten parametrisierte Funktionen, wie z.B. Dreiecksfunktionen, deren Parameter die
Breite der Basis und die Lage der Spitze sind.

4.3.4 Die linguistischen Regeln

Ist der Augbau der Datenbasis mit der Angabe der Mef3- und Stellgréfien und der
Festlegung geeigneter Wertebereiche einschlieflich der Partitionierungen durch Fuzzy-
Mengen abgeschlossen, miissen die Kontrollregeln mit Hilfe der zu den Fuzzy-Mengen
gehorenden linguistischen Terme aufgestellt werden. Fiir die Formulierung der Kon-
trollregeln bieten sich vier verschiedene Methoden an:

(i) Ein Experte, der in der Lage ist, den Prozef ,manuell“ zu regeln, gibt linguistische
Regeln an, die seine Handlungsweise widerspiegeln.

(ii) Ein Experte, der den ProzeB regeln kann, wird {iber einen ldngeren Zeitraum be-
obachtet und die Prozedaten — d.h. die Meflgroflen und die zugehorigen Stell-
groflen — werden erfafit. Aus diesen Prozefidaten versucht man Regeln abzulei-
ten, die das Verhalten des Experten nachbilden. Die Gewinnung der Regeln aus
den Prozefidaten kann direkt durch Analyse der Daten, durch Clustering- oder
Fuzzy-Clustering-Verfahren [Bezdek81] geschehen.

(iii) Der ProzeB wird mit Hilfe eines Fuzzy-Modells beschrieben, aus dem die Kon-
trollregeln abgeleitet werden kénnen. Diese Methodik befindet sich zur Zeit noch
in der Entwicklung.

(iv) Der Fuzzy-Regler lernt die Regeln selbst unter Verwendung von Meta-Wissen,
aus dem erkennbar ist, ob eine durchgefiihrte Kontrollaktion gut oder schlecht
war. Vorschlidge fiir diese Technik finden sich in [Procyk79, Scharf85, Shao88,
Tanaka88, Sugeno85b].

Fiir den Fall, dal — wie oben beschrieben — der Fehler und die Fehlerdanderung als
EinfluBgroBen fiir den Fuzzy-Regler verwendet werden, kann auf Standardregeln wie
», Wenn Fehler und Fehlerdnderung Null sind, dann keine eingreifende Kontrollaktion*®
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oder ,,Wenn der Fehler nicht Null ist, aber die Fehlerdnderung eine Verringerung des
Fehlers bewirkt, dann keine Anderung der Kontrollaktion* zuriickgegriffen werden.

Es sollte garantiert sein, daf fiir jedes mogliche MefStupel mindestens eine Regel feuert
— d.h., der Erfiilllungsgrad der Priamisse grofler als Null ist — damit eine Kontrollak-
tion berechnet werden kann. Es ist nicht unbedingt notwendig, dabei den gesamten
Produktraum X; x ... x X,, als Menge der moglichen Meftupel zu betrachten. Beim
Stabbalance-Problem haben wir im Beispiel 4.1 keine Regeln angegeben, die in den
Fillen § = 88° und 0 = +44° - 57! greifen. Fiir § = —44° - 7! ist bei einem Winkel
von # = 88° das Umfallen des Stabes wohl nicht mehr zu verhindern. Die Kombination
0 = 88° und = +44°-s~1 — der Stab ist fast umgefallen, richtet sich aber mit enormer
Geschwindigkeit wieder auf — stellt eine unrealistische Situation dar, die in der Praxis
nicht vorkommt, da sie nur kiinstlich herbeigefiihrt werden kann.

Die Vollstandigkeit der Regelbasis, die garantiert, da8 fiir jede (realistische) Situation
eine Kontrollaktion bestimmt werden kann, setzt voraus, daf§ geniigend viele Regeln
definiert werden. Allerdings sollte die Anzahl der Regeln nicht nur der schnelleren
Berechenbarkeit wegen nicht zu grofi gewahlt werden. Die disjunktive Verkniipfung der
Resultate (Fuzzy-Mengen) der einzelnen Regeln hat zur Folge, dafi die Ausgabe-Fuzzy-
Menge aller Regeln umso unschérfer (grofier) wird, je mehr Regeln vorhanden sind.
Auf diese Anomalie, dafl eine scheinbar genauere Beschreibung mit vielen Regeln zu
unschérferen Ergebnissen fithrt, werden wir in den folgenden beiden Abschnitten noch
eingehen.

Um spéter das Defuzzifizieren zu vereinfachen und einen zuverléssigen Regler mit vor-
hersagbarem Verhalten zu bekommen, sollte, wie bereits oben erwahnt, bei der Fest-
legung der Regeln darauf geachtet werden, dafl ein deterministisches Verhalten des
Kontrollexperten modelliert wird, so dafl fiir jede Situation nur eine Kontrollaktion
vorgesehen ist und nicht wie im Beispiel 4.2 mehrere Aktionen in Frage kommen.

4.3.5 Auswertung der linguistischen Regeln

Ebenfalls ist innerhalb der Regelbasis festzulegen, auf welche Weise der Erfiillungs-
grad der Pramisse einer Regel berechnet werden soll. Am héufigsten wird hierfiir das
Minimum wie in Gleichung (4.1) verwendet, aber im Prinzip kann an die Stelle des
Minimums jede beliebige t-Norm treten. Allerdings sollten in Anwendungen, in denen
ein glattes Regelverhalten erwiinscht ist, nur stetige ¢t-Normen benutzt werden.

Teilweise wird zwar der Erfiilllungsgrad ., der Pramisse einer einzelnen Regel R, wie
in Gleichung (4.1) bestimmt, aber die Berechnung der ,, Ausgabe“ der Regel R, erfolgt
nicht wie bei der Fuzzy-Menge p3"**"; = durch Bildung des Minimums von o, und der
zur Regel R, gehorenden Fuzzy-Menge pi; , sondern durch das Produkt «. - p;,.. Diese
Technik wird als Dot-Methode bzw. als Mazx-Dot-Methode bezeichnet, wenn die Fuzzy-
Mengen «, - y;,, die sich bei der Auswertung der einzelnen Regeln ergeben, mit Hilfe

des Maximum-Operators vereinigt werden.
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Fiir den Mamdani-Fuzzy-Regler ist zusétzlich festzulegen, wie die aus den einzelnen
Regeln erhaltenen Fuzzy-Mengen zusammengefiigt werden sollen. Es empfiehlt sich
in fast allen Féllen, die Gleichung (4.2) anzuwenden. Allerdings ist es mdoglich, das
Maximum durch eine andere (stetige) ¢-Conorm zu ersetzen.

Fiir den Sugeno-Fuzzy-Regler muB fiir jede Regel R, eine entsprechende Ausgabefunk-
tion f, definiert werden, womit der Rohentwurf eines Sugeno-Fuzzy-Reglers abgeschlos-
sen ist. Die Funktionen f, — meist lineare Funktionen der Meflgro

3en — miissen heuristisch geschétzt, aus Beobachtungen abgeleitet oder durch analy-
tische Methoden gefunden werden. Letztere Moglichkeit ist anwendbar, wenn geeigne-
te Ubertragungsfunktionen fiir bestimmte Gebiete des Eingabewertebereichs bekannt
sind, z.B. eine Linearisierung des Prozesses in jedem Gebiet. In diesem Fall kann ein
Sugeno-Regler benutzt werden, um weich zwischen den Ubertragungsfunktionen der
verschiedenen Gebiete umzuschalten, wenn der Prozefl die Grenze zwischen zwei Ge-
bieten iiberschreitet.

Sowohl fiir den Mamdani- als auch fiir den Sugeno-Fuzzy-Regler haben wir die schar-
fen MeBwerte direkt bei der Auswertung der Regeln verwendet, so dafl keine echte
Fuzzifizierung vorgenommen worden ist. Bei ungenauen Meflwerten ist eine Fuzzifi-
zierung der scharfen Mefiwerte denkbar, indem anstelle des MeBwertes eine geeignete
Fuzzy-Menge betrachtet wird — etwa eine Dreiecksfunktion, die fiir den Meflwert den
Zugehorigkeitsgrad 1 annimmt, oder eine entsprechende Trapezfunktion. Da sich fiir
die Fuzzifizierung bisher noch keine allgemein akzeptierte Technik durchgesetzt hat,
wollen wir auf dieses Thema nicht néher eingehen.

4.3.6 Die Wahl der Defuzzifikations-Strategie

Der Mamdani-Fuzzy-Regler erfordert die Wahl einer geeigneten Defuzzifizierungs-Stra-
tegie. Hier bietet sich trotz der fehlenden Semantik die Schwerpunktsmethode an. Fiir
den Fall, daf} eine Diskretisierung des Wertebereiches Y fiir die Stellgréfie vorgenommen
wurde, mufl die Gleichung (4.3) fiir die Berechnung der Schwerpunktskoordinate zu

1 tput
n= Sutp Syt ().
yezyl’l’xlfpvin(y> yEY '

modifiziert werden. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daf§ diese Art der Defuzzi-
fikation voraussetzt, dafl durch die Kontrollregeln ein deterministisches Regelverhalten
beschrieben wird, so dafl Probleme wie in Beispiel 4.2 nicht auftreten kénnen.

Eine Besprechung anderer Defuzzifizierungs-Strategien findet sich in Abschnitt 4.2.

4.3.7 Optimierung eines Fuzzy-Reglers

Der erste Entwurf eines Fuzzy-Reglers wird im allgemeinen nicht zu einem optimalen
Regelverhalten fithren. Um das Regelverhalten zu verbessern, mufl ein gezieltes Ab-
stimmen (Tuning) vorgenommen werden. Je nachdem, wie gut oder schlecht der zu
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regelnde Prozefl durch den ersten Entwurf des Fuzzy-Reglers gesteuert werden kann,
konnen kleine Anderungen von einzelnen Parametern, die zum Beispiel die genaue
Form und Lage einzelner Fuzzy-Mengen der Partitionierungen festlegen, oder feinere
Partitionierungen einschliefllich einer Neuformulierung der Kontrollregeln nétig sein.
Im ungiinstigsten Fall kann sich herausstellen, dafl tiefgreifende Verdnderungen vor-
genommen werden miissen, die einen vollstindig neuen Entwurf des Fuzzy-Reglers
erforderlich machen. Dies kann durch die Erkenntnis hervorgerufen werden, dafl die
MeBinformationen keine verniinftige Regelung ermoglichen, da die MeBfiihler zu un-
genau oder zu trége sind oder gar bisher unberiicksichtigte Gréflen gemessen werden
miissen.

Von dem Fall, in dem der erste Entwurf des Fuzzy-Reglers verworfen werden muf,
einmal abgesehen, hangen die Optimierungsmafinahmen sehr stark von dem zu regeln-
den ProzeB und der gewiinschten Giite des Regelverhaltens ab. Allgemein 148t sich
aber feststellen, daf§ durch das Prinzip des Fuzzy-Reglers Verbesserungen sehr gezielt
vorgenommen werden konnen, da in Situationen, in denen der Fuzzy-Regler nicht das
gewiinschte Regelverhalten zeigt, die Regeln, die auf die Berechnung der Kontrollaktion
Einflufl haben, leicht identifiziert werden kénnen. Nur diese Regeln bzw. die in ihnen
verwendeten Fuzzy-Mengen miissen verindert werden, und diese Anderungen beein-
flussen das Regelverhalten nur ,lokal“ fiir die Situationen, in denen eine Verbesserung
des Fuzzy-Reglers erforderlich ist.

4.4 Fuzzy-Regelung auf der Basis
von Gleichheitsrelationen

Die in Abschnitt 4.2 vorgestellten Methoden der Fuzzy-Regelung basieren auf der
Umsetzung heuristischer Ideen. Eine genaue Interpretation der einzelnen Techniken
wurde nicht angegeben. Die bei dem Mamdani-Fuzzy-Regler verwendete Vorgehens-
weise 148t sich auf der Basis von Gleichheitsrelationen als (Fuzzy-)Interpolation in-
terpretieren. Ehe wir erkldren konnen, in welchem Sinne ein Mamdani-Regler eine
solche (Fuzzy-)Interpolation durchfiihrt, werden wir zunéchst einen anscheinend vom
Mamdani-Fuzzy-Regler vollig verschiedenen Ansatz betrachten, dann aber zeigen, daf3
sich dieselben Berechnungsschritte ergeben.

Abschnitt 4.4.2 zeigt umgekehrt, wann ein Mamdani-Fuzzy-Regler im Sinne von Ab-
schnitt 4.4.1 interpretierbar ist.

4.4.1 Gleichheitsrelationen als Grundlage
der Fuzzy-Regelung

Wir werden in diesem Abschnitt einen Zugang zur Fuzzy-Regelung entwickeln, der
sich von den bisher vorgestellten unterscheidet. Er basiert auf der Idee, dafl folgende
Informationen iiber den zu regelnden Prozefl verfiighar sind:



4.4. Fuzzy-Regelung auf der Basis von Gleichheitsrelationen 189

e Fiir einige Eingabewerte kann eine sinnvolle Steueraktion wenigstens angenéhert
abgegeben werden.

e Den Wertebereichen der Eingabe- und Stellvariablen wohnt eine Ununterscheid-
barkeit inne. Diese beschreibt, inwieweit Eingabe- oder Stellwerte im Kontext des
Prozesses iibereinstimmen, z.B. daf eine Differenz von weniger als 0.00001 in der
Steueraktion keinen wesentlichen Einflufl auf das Verhalten des Prozesses hat.
Das problembezogene Wissen iiber diese Ununterscheidbarkeit ist verfiigbar. Wir
werden sehen, dafl man solche Ununterscheidbarkeit durch Gleichheitsrelationen
modellieren kann.

Wir nehmen an, daf fiir einige Eingabewerte Ndherungen geeigneter Stellwerte bekannt
seien. Wir erwarten auBerdem, daf auf kleine Anderungen der Eingaben nur mit klei-
nen Anderungen der Stellwerte reagiert werden mu

3 — ohne eine genaue Definition des Begriffes , kleine Anderung zu geben. Unser Ziel
ist es, aus einige Féllen, in denen der Stellwert bekannt ist, zusammen mit einer for-
malen Spezifikation, was , kleine Anderung® im Zusammenhang mit dem betrachteten
ProzeB bedeutet, eine Ubertragungsfunktion abzuleiten.

Spezifikation einer partiellen Ubertragungsfunktion

Wir gehen davon aus, dafl ein Kontrollexperte fiir bestimmte Mefltupel (:)JY), Coai) e
X; x...x X, (r=1,...,k) einen guten Wert y") fiir die StellgréBe angeben kann.
Die Werte miissen nicht notwendigerweise exakt sein, da die prozefinhédrente Ununter-
scheidbarkeit kleine Abweichungen zulafit.

Um deterministisches Verhalten sicherzustellen, setzen wir voraus, dafl keine zwei Re-
geln diesselben Prédmissen besitzen, d.h., es gilt: xY) = :pgs) Ao A =26 = r=s.
Der Experte darf also nur einen Stellwert je Mefitupel angeben.

Formal erhalten wir eine Abbildung @o : Xo — Y, wobei Xo = {(z{”,...,20) | r €
{1,...,k}} die Menge derjenigen MeBtupel ist, fiir die der Experte einen Stellwert
spezifiziert hat. Allein aus der Abbildung ¢, die eine partielle Abbildung von X; X
... % X, nach Y darstellt, 158t sich keine vollstandige Ubertragungsfunktion ¢ : X; x

. X X, — Y ableiten, die fiir jedes Mefitupel (zi,...,2,) € X3 X ... x X,, einen
geeigneten Stellwert y € Y liefert.

Spezifikation der Ununterscheidbarkeitsstruktur

Diese Aussage trifft jedoch nur zu, wenn wir jedes Mefitupel (z1,...,z,) € Xy x...xX,
als isoliert und unabhéngig von allen anderen Meftupeln ansehen. Setzen wir voraus,
daB die Mengen X x...x X,,,Y reelle Intervalle sind, ist diese isolierte Sichtweise nicht
realistisch. Der Kontrollexperte kann zum einen zwei nahe beieinanderliegende reelle
MefBwerte aufgrund einer begrenzten Mefigenauigkeit nicht unterscheiden. Zum anderen
interessiert ihn bei der Entscheidung fiir einen Stellwert eine vernachléssigbare, kleine
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Abweichung der Mefiwerte oder des Stellwertes iiberhaupt nicht. Ein Experte, der in der
Lage ist, einen Prozey manuell zu regeln, 16st weder komplizierte Differentialgleichungen
im Kopf, noch benétigt er Werte, die auf zwanzig Stellen hinter dem Komma genau
sind.

Diese einerseits durch die begrenzte Mefigenauigkeit erzwungene und andererseits vom
Experten beabsichtigte Ununterscheidbarkeit von bestimmten Werten modellieren wir
mit Hilfe von Gleichheitsrelationen FEy, ..., E,, F' auf den Mengen X, ..., X,, bzw. Y.
Diese Gleichheitsrelationen kénnen im Sinne von Beispiel 2.51 aufgefafit werden. Man
erinnere sich auch an die Beispiele 2.54 und 2.60.

Wir fordern nicht, dafl die Gleichheitsrelationen durch die Standardmetrik auf den In-
tervallen X, ..., X, Y erzeugt werden. Oft gibt es Bereiche, in denen der Experte eine
sehr genaue Unterscheidung der Werte vornimmt, wihrend er sich in anderen Bereichen
nur fiir ihre ungefihre Grofle interessiert. Beim Stabbalance-Problem wird sich bei ei-
ner Winkelgeschwindigkeit 6 von 0°-s~* die Kontrollaktion bei einem Winkel 6 von 65°
nur wenig von der bei einem Winkel von 55° unterscheiden. In beiden Fallen steht das
Pendel sehr schief und ein starkes Eingreifen ist notwendig, um es wieder aufzurichten.
Fiir die Winkel § = —5° und 6 = +5°, die sich auch nur um 10° unterscheiden sieht
die Situation anders aus: Es ist sehr wichtig zu wissen, ob das Pendel nach links oder
nach rechts geneigt ist.

Es ist daher sinnvoll eine Gleichheitsrelation mit Hilfe von Skalierungsfunktionen an-
zugeben.

Beispiel 4.4 Es sei ¢: [-90,+90] — IR{ eine integrierbare Funktion und

f:[-90,490] — IR,
0

0 — /c(:v)dx.

—-90

(4.4)

Die Verwendung der Gleichheitsrelation Eys) bedeutet, dal wir uns die Umgebung
des Winkels 6 mit einer ,Lupe“ mit dem Vergroferungsfaktor ¢(f) ansehen. Ein Ver-
groferungsfaktor kleiner als 1 entspricht einer Verkleinerung. Wenn wir bei Winkeln
zwischen —10° und +10° sehr genau unterscheiden und bei Winkeln 6 mit |#] > 10 nur
sehr grob unterscheiden wollen, konnen wir

c: [—90,+90] — R,
{ 2, falls —10<6<10
9 — 1
3, sonst
definieren und die Gleichheitsrelation Ey ) verwenden, wobei f wie in (4.4) definiert
ist. Im allgemeinen wird man eher eine stetige Funktion ¢ verwenden, die bei Null ihr

Maximum annimmt. |

Skalierungsfaktoren sind eine Moglichkeit, eine Gleichheitsrelation anzugeben. Andere
Methoden werden in Abschnitt 4.4.2 untersucht.
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Bestimmung der fuzzy-wertigen Regelfunktion

Die Informationen, die wir von dem Kontrollexperten benétigen, bestehen in der Anga-
be von k ,Regel“-Tupeln ((ng), ooz, YY) (r=1,...,k) und in der Beschreibung
der Gleichheitsrelationen, die die Ununterscheidbarkeit der Mef3- und Stellwerte wie-
dergeben.

Unser Ziel ist, aus diesen Informationen eine Ubertragungsfunktion ¢ : X; x...x X,, —
Y abzuleiten. Wenn wir die durch die Gleichheitsrelationen induzierte Ununterscheid-
barkeit beriicksichtigen, konnen wir nicht erwarten, eine scharfe Funktion ¢ zu erhalten.
Vielmehr sollten alle unsere Konzepte an die Gleichheitsrelationen angepaft werden.
Wir versuchen daher nicht, die Funktion ¢ oder — gleichwertig dazu — ihren Graphen
zu bestimmen, sondern interessieren uns fiir die extensionale Hiille des Graphen.

Dafiir beno6tigen wir eine Gleichheitsrelation auf dem Produktraum X; x ... x X, x Y.
Wegen des Satzes 2.61 ist es naheliegend, die Gleichheitsrelation

E(C(lgcfl,...',xn,y)y(ffi;--wl‘by’)) (4.5)
= min{FE(z1,2)),..., En(xn, z)), F(y,y)}.

zu verwenden. Diese Gleichheitsrelation setzt die Unabhéngigkeit der durch die einzel-
nen Gleichheitsrelationen Fy, ..., E,, I induzierten Ununterscheidbarkeit auf den Men-
gen Xi,...,X, bzw. Y voraus. Unabhéngigkeit der Ununterscheidbarkeit meint hier:
Die Ununterscheidbarkeit des Tupels (z1,s,...,y) vom Tupel (2}, xs,...,y) hingt
nicht von der Wahl der Werte x,, ..., z,,y ab. Falls diese Unabhéngigkeitsvorausset-
zung nicht erfiillt sein sollte, miissen einzelne Rdume X; und X, zu dem Produktraum
X, x X, zusammengefafit werden und eine Gleichheitsrelation, die die Abhingigkeit
der Ununterscheidbarkeit widerspiegelt, auf dem Produktraum definiert werden. Im
ungiinstigsten Fall kann die Gleichheitsrelation E nur direkt auf dem gesamten Pro-
duktraum X; x ... x X,, X Y angegeben werden. Es sei darauf hingewiesen, dafl eine
Abhéngigkeit der Mefigroflen & und §; im allgemeinen keine Abhéngigkeit der Unun-
terscheidbarkeit der Werte aus den Mengen X; und X; induziert.

Wir gehen im folgenden davon aus, dafl die Gleichheitsrelation (4.5) die Ununterscheid-
barkeit auf der Menge X; x ... x X,, X Y korrekt wiedergibt.

Fiir die Mengen X; (i =1,...,n) und Y definieren wir die Menge

X0 E frex,

kY w=a}, (4.6)

bzw.
def

YOS gy(Xo)={yev|IFre{l,....k}:y=y"}. (4.7)

Die Mengen X ) und Y© enthalten alle Werte, die in einem der vom Experten vor-

gegebenen Mef3-Stellgroffentupel ({EY), ooz MY (r=1,..., k) vorkommen.
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X1 x...x X,

.
|

Abbildung 4.13: Bestimmung des Wertes y = ¢(z1,...,2,) aus dem Graphen G.,.

Zu jedem x( € X{O) betrachten wir das durch die Gleichheitsrelation E; induzierte
Singleton p,,, das durch

pao (€) = En(x, o). (4.8)
gegeben ist.

Wenn die Gleichheitsrelation E; wie in Beispiel 2.52 gegeben ist, werden die Singletons
durch Dreiecksfunktionen dargestellt.

Die Mengen X;, i« = 2,...,n und Y sowie die zugehorigen Gleichheitsrelationen FE;
bzw. F' werden in dhnlicher Weise behandelt.

Wir wenden uns nun dem Problem zu, wie wir zu dem gemessenen Tupel (x1,...,z,)
den richtigen Wert y fiir die Stellgrofie wahlen sollen. Dazu betrachten wir zunéichst den
hypothetischen Fall, dafl die Funktion ¢ : X7 x...x X,, — Y vollstdndig vorgegeben ist
und beschreiben eine etwas umsténdlich erscheinende Art der Bestimmung des Wertes
y = @(x1,...,x,), die aber fiir den Fall einer partiellen Funktion ¢y und der Kenntnis
der Gleichheitsrelationen sehr niitzlich sein wird.
Gwcﬁf{(xl,...,xn,y) EXi X ... x X, xY |p(x,...,x,) =y}

bezeichne den Graphen von ¢. Den Wert y = ¢(x1,...,x,) erhalten wir aus dem
Graphen G, indem wir die (einelementige) Menge {y € Y | (z1,...,2,,y) € G}
bestimmen, d.h., wir erweitern {(xy,...,x,)} zylindrisch auf X; x ... x X, x Y, bil-
den den Durchschnitt dieser zylindrischen Erweiterungen auf dem Graphen von ¢q
und projizieren das Resultat auf die Menge Y. Abbildung 4.13 veranschaulicht dieses
Verfahren.

Da die Funktion ¢ jedoch nicht vollstindig bekannt ist, sondern nur eine partielle
Abbildung ¢y vom Experten angegeben wurde, 1dt sich dieses Verfahren ohne die
Beriicksichtigung der gegebenen Gleichheitsrelation nicht anwenden, da die Menge
{yeY | (z1,...,20,y) € Gy} leer ist, wenn nicht zufillig das Tupel (xq,. .., z,) mit

einem der Tupel (:pgr), oz, re{l,... k}, iibereinstimmt (vgl. Abbildung 4.14).
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X1 x...x X,

.
|

Y) ,ng)) (T1,.-.,Zn)

Abbildung 4.14: Der Wert ¢q(z1, ..., z,) ist nicht definiert

Die Gleichheitsrelation (4.5) kénnen wir dazu verwenden, die Definitionsliicken von ¢q
auszufiillen, indem wir das oben beschriebene Verfahren zur Berechnung von
o(T1,...,T,) bzw. @o(z1,...,2,) auf die extensionale Hiille des entsprechenden Gra-
phen anwenden. Die extensionale Hiille von ¢ ist die Fuzzy-Menge

/'L‘PO(xg.’ te 71‘;7,73//)

_ : (r) . (r) (r) 7
= rer{r%?)fk}{mm{El(xl )5 Bz 2)), Fy ,y)}}.

[y, ist die kleinste Fuzzy-Menge, die den Graphen von ¢, enthdlt und die Gleichheits-
relation im Sinne der Definition 2.55 respektiert. Offenbar gilt p,, < 1, wobei i, die
extensionale Hiille des Graphen von ¢ ist. Da aber die Funktion ¢ nicht bekannt ist,
miissen wir die Funktion aus p,, bestimmen.

Fiir ein gemessenes Tupel (z1,...,2,) induziert u,, die Fuzzy-Menge

ploree) oy (0,1,

(4.10)

Yy = ,ugao(xla s wxn?y)
die der Menge {y € Y | (x1,...,2,,y) € G, } unter Beriicksichtigung der Gleichheits-
relation (4.5) entspricht. Der folgende Satz 4.5 zeigt, dafl diese Fuzzy-Menge genau die

Fuzzy-Menge ;""" ~eines entsprechenden Mamdani-Fuzzy-Reglers ist.

Die Beziehungen zu Mamdanis Modell

Die Methode, die extensionale Hiille des Graphen der partiellen Funktion zu bilden,
fithrt auf eine Ausgabe in Form einer Fuzzy-Menge. Diese ist identisch mit der Ausgabe-

Fuzzy-Menge ug‘;tp"‘;n eines entsprechenden Mamdani-Fuzzy-Reglers. Um diesen Mam-
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dani-Regler anzugeben, identifizieren wir die Ein-/Ausgabetupel der partiellen Funk-
tion mit den linguistischen Steuerregeln

R, if & is ungefihr z{”
and ...

and &, is ungefihr z(") (4.11)

then 7 is y™.

Die in den Regeln auftretenden linguistischen Werte ungefiahr xz(” bzw. ungefihr y)
werden mit den Werten a;§’“) bzw. ") induzierten Singletons identifiziert, d.h., mit den
(r)

Fuzzy-Mengen 1o (%) = Ei(z;"”, 2) bzw. p,e = F(y",y).

Satz 4.5 Es sei 0" die nach (4.2) bestimmte Fuzzy-Menge, die von der Entschei-

T1,...,T
dungslogik des Mamdani-Fuzzy-Reglers mit der folgenden Wissensbasis berechnet wird:

e Die Partitionierung der Menge X, ist durch die in (4.8) definierten Fuzzy-Mengen
Lz, gegeben, wobei (xy € Xl(o)) qilt. Die Partitionierungen der Mengen X, ...,
X, Y seien entsprechend definiert.

o Fine Fuzzy-Menge der Form ., wird mit dem linguistischen Term ungefdhr xg
assozuiert.

e Die Regelbasis besteht aus den in (4.11) beschriebenen Regeln R, (r =1,...,k).

Dann gilt fir die in (4.10) gegebene Fuzzy-Menge:

(z1,...;,xn) __ ,,output
Msoo = Hay,ozy

Beweis:

p I y) = pgg (1, T y)

= Jpex {min{Ey (21", 1), ..., En(a), ), F(y™, 9)}}

= Jhax, {mm{ux@ (@1)s - sty (Tn) iy (y)}}

Han o (Y). O

Die Moglichkeit, einen auf Gleichheitsrelationen basierenden Regler in einen Mamdani-
Fuzzy-Regler zu iibersetzen, liefert jedoch keine Grundlage fiir die Interpretation des
Mamdanischen Modells. Vom praktischen Standpunkt aus 6ffnet diese Ubersetzungs-
moglichkeit aber ein weites Spektrum an Soft- und Hardware, die urspriinglich fiir
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Mamdani-Fuzzy-Regler entstanden, fiir Regler, die auf der Basis von Gleichheitsrelatio-
nen entwickelt wurden. Wir werden spéter zeigen, wie umgekehrt aus einem Mamdani-
Fuzzy-Regler die Gleichheitsrelationen und die partielle Abbildung ¢ abgeleitet wer-
den konnen.

Bestimmung einer scharfen Regelfunktion

Das Problem der Defuzzifizierung lafit sich auch bei dem auf Gleichheitsrelationen
basierenden Ansatz nicht ohne weiteres 16sen. Wenn wir eine Defuzzifizierungsmethode
festlegen, erhalten wir eine Abbildung ¢ : X; x ... x X, — Y. Wir stellen an diese
Abbildung zwei Forderungen:

(i) ¢ ist eine Fortsetzung der partiellen Abbildung g, d.h., es gilt ¢ L = Po, d.h.
0
o(x1, ..., 1) = @olT1,...,x,) fur alle (xq,...,2,) € Xo.

(i) ¢: X7 x...x X, — Y ist extensional beziiglich der Gleichheitsrelationen
Ey: (Xl X ... XXn)2 — [0,].],

((331, <o 7'TTL)7 (‘rlla S 7‘7:;1» = ie?llinn}{Ei(xi’ fo)}

auf Xq x ... x X, und F auf Y.

Die erste Bedingung ist plausibel. Dafl auch die zweite Forderung verniinftig ist, zeigt
folgende Uberlegung. Wir interpretieren die Gleichheitsrelationen im Sinne des Bei-
spiels 2.51. Aus Beispiel 2.60 erhalten wir, daf§ die Extensionalitidt von ¢ gleichbedeu-
tend damit ist, dafl ¢ meffehlerschranken-erhaltend ist.

Unter dieser Voraussetzung ergibt sich eine recht starke Einschréankung fiir die Defuz-
zifizierungsstrategie. Wir betrachten dazu das Mefitupel (x1,...,2,) € X1 x ... x X,
und eine Regel R, (r € {1,...,k}). Es sei

def . (r) -~ :
or = min AE(@ zi)b = min e (i)} (4.12)
Dann folgt aus der Extensionalitéit von ¢, dafl
o < Fy" p(zq,...,20)) = oy (P(T1, o Tn)) (4.13)

erfiillt sein mufl und folglich der Stellwert y zum c,-Schnitt der Fuzzy-Menge
gehort. Da diese Bedingung an alle Regeln R, (r = 1,..., k) gestellt wird, mufl der
Stellwert y aus der Menge

ﬂ [uym}ar = ﬂ {y ey ‘ r <y (y)} (4.14)

r=1 r=1
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gewihlt werden. In der Interpretation der Extensionalitidt als Mefifehlerschrankener-
haltung entspricht das der folgenden Vorgehensweise. Fiir ein Meftupel (x1,...,z,) €
X X ... x X, betrachten wir jede Regel R, (r = 1,...,k) einzeln. Der Wert 1 — «,
stellt die kleinste MeBfehlerschranke dar, bei der wir (zy,...,z,) und (xgr), ™)
nicht unterscheiden kénnen. Da die gesuchte Funktion ¢ mef}fehlerschranken-erhaltend
ist, miissen die Werte ¢ (1, ..., x,) und y") = gp(azy), ..., z{") bei der MeBfehlerschran-
ke o, ununterscheidbar sein, so dafl (4.13) erfiillt und damit die Stellgrofie in der Menge
(4.14) enthalten sein muf.

Betrachten wir den in Satz 4.5 beschriebenen, dquivalenten Mamdani-Fuzzy-Regler,
148t sich das oben Beschriebene durch das folgende Beispiel veranschaulichen.

Beispiel 4.6 Wir betrachten die drei ,,Regeln,* die durch die Tupel (xY), cee xf{’), y(r)),
wobei r € {1, 2,3}, beschrieben werden. Auf den Mengen X; (i = 1,...,n) und Y seien
die Gleichheitsrelationen E; bzw. F' gegeben. Mit Hilfe des Satzes 4.5 erhalten wir einen
Mamdani-Fuzzy-Regler. Wir nehmen an, da§ das Mefitupel (z1,...,x,) gegeben sei.
Fir r € {1,2,3} ist

a, = min{,uxgm (@1), -ty () }
= min{E (=", 21),..., Ea(z, 2,)}

der Erfiillungsgrad der Prédmisse der jeweiligen Regel. Werden die Singletons p,,- durch
Dreiecksfunktionen dargestellt, 148t sich die Menge (4.14), aus der der Stellwert gew&hlt
werden sollte, um die Extensionalitdt der Funktion ¢ zu gewéhrleisten, durch Abbil-
dung 4.15 veranschaulichen. O

Zur Bestimmung der Menge (4.14) ist es weder erforderlich noch sinnvoll, die Fuzzy-
Menge """ zu berechnen, da die einzelnen Fuzzy-Mengen pSuPut(fr) (r =1 . k)

Tl yeeey Tn 100y Tn

benétigt werden.

Beispiel 4.7 Bei einem Winkel § = 36° und einer Winkelgeschwindigkeit 6 =—2.25°.
s~1ist der Wert «, nur fiir die beiden in den Abbildungen 4.5 und 4.6 veranschaulichten
Regeln ungleich Null. Die Menge (4.14) der moglichen Stellwerte enthdlt nur einen
einzigen Wert — nédmlich /' =4 N.

Danach ist der einzige verniinftige Wert fiir die Defuzzifikation F' = 4 N. Weder die
Schwerpunkts- noch die Mean-of-Maxima-Methode liefern diesen Wert. Allerdings er-
gibt sich bei der Schwerpunktsmethode eine gute Naherung. O

Wie Beispiel 4.7 zeigt, kann es sinnvoll sein, die Menge (4.14) zu bestimmen, an-
statt eine Defuzzifizierungsstrategie anzuwenden. Diese Menge 143t sich aber nur dann
sinnvoll interpretieren, wenn der Fuzzy-Regler auf der Basis von Gleichheitsrelationen
entworfen wurde. Die Angabe von geeigneten Gleichheitsrelationen kann sich als pro-
blematisch erweisen, da die Definition einer Gleichheitsrelation eine Gesamtsicht auf
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Abbildung 4.15: Soll die resultierende Funktion extensional sein, mufl die Defuzzifika-
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die Grundmenge erfordert, wihrend Fuzzy-Mengen meist nur in einem bestimmten Be-
reich — also lokal — angegeben werden. Im folgenden werden wir daher zeigen, wann
ein Mamdani-Fuzzy-Regler als ein auf Gleichheitsrelationen basierender Fuzzy-Regler
verstanden werden kann.

4.4.2 Interpretation eines Mamdani-Fuzzy-Reglers
auf der Basis von Gleichheitsrelationen

Die obigen Uberlegungen haben gezeigt, daf8 ein auf Gleichheitsrelationen basierender
Fuzzy-Regler mit einer klaren sematischen Grundlage in einen Mamdani-Fuzzy-Regler,
der nur heuristisch motiviert ist, iibersetzt werden kann. Eine offensichtliche Frage, die
sich damit stellt, ist, ob jeder Mamdani-Fuzzy-Regler mit Hilfe von Gleichheitsrelatio-
nen interpretiert werden kann. Die Einbettung des Mamdani-Reglers in den formalen
Rahmen der Gleichheitsrelationen erhellt seine Funktionalitdt und ermoglicht es zu
priifen, ob die gewahlten Regeln konsistent sind im Sinne der Interpretation mit Hilfe
von Gleichheitsrelationen.

Es sei ein Mamdani-Fuzzy-Regler mit den Partitionierungen {ugi) | jeA{Ll,....pi}}
(¢=1,...,n) und {g; | j € {1,...,p}} der Mengen X; bzw. Y und der Regelbasis
{R, | r € {1,...,k}} gegeben. Um diesen Mamdani-Fuzzy-Regler als einen Fuzzy-
Regler zu interpretieren, der auf Gleichheitsrelationen basiert, miissen folgende Schritte
durchgefiihrt werden.

(1) Zu jeder Fuzzy-Menge ,uy) (Ge{l,....pi},ie{l,...,nHund y; (j € {1,...,p})
bestimmen wir Punkte xg-z) € X; bzw. y; €Y.

(2) Wir definieren Gleichheitsrelationen E; (i = 1,...,n) und F auf den Mengen X;

bzw. Y, so dal die Fuzzy-Mengen ugi) und p; als von den Punkten xy) bzw. y;

induzierte Singletons aufgefafit werden konnen, d.h., es gilt

pi'(x) = po(r) = El(xgz),x) bzw.

wi(y) = wy,(y) = Fly,vy),

(3) In den Regeln miissen die linguistischen Terme A§-i) und B; durch die Terme

ungefahr a:gi) bzw. ungefdhr y; ersetzt werden.

Der dritte Schritt bereitet offenbar keine Schwierigkeiten, wenn Schritt (1) und (2)
durchgefiihrt sind. Fiir Schritt (1) brauchen wir nur vorauszusetzen, daf alle in den
Partitionierungen auftretenden Fuzzy-Mengen normal sind, also fiir alle ¢, j

W], A0 and ), #0



4.4. Fuzzy-Regelung auf der Basis von Gleichheitsrelationen 199

gilt. Unter dieser Voraussetzung kénnen wir fiir jede Fuzzy-Menge einen Wert x&i) e X;
bzw. y; € Y auswéhlen, so daf ugi) (xgl)) = 1 bzw. p;(y;) = 1 erfiillt ist, und ordnen
diesen Wert der entsprechenden Fuzzy-Menge zu.

Der wesentliche Schritt ist der zweite, der nur unter bestimmten Voraussetzungen
durchgefithrt werden kann. In Schritt (2) werden die Mengen Xi,...,X,,Y isoliert
behandelt. Wir haben also das folgende allgemeiner formulierte Problem fiir jede die-
ser Mengen zu losen:

Gegeben ist eine Familie (11;);e; von Fuzzy-Mengen von X und eine Familie
(x;)ier von Elementen von X mit

Gesucht ist eine Gleichheitsrelation E auf der Menge X, so dafi die Fuzzy-
Mengen p; (¢ € I) den durch die Elemente z; induzierten Singletons ent-
sprechen, d.h., es gilt

Viel: p = py,.

Dieses Problem 14t sich mit Hilfe des Konzeptes der Biimplikation 16sen.

Satz 4.8 Es sei T eine stetige t-Norm. Desweiteren sei (f1;)icr eine nicht-leere Familie
von Fuzzy-Mengen von X und (x;);c; eine Familie von Elementen von X mit

Viel: pix;)=1.
Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert eine Gleichheitsrelation E beziglich T auf X, so daff die Fuzzy-
Mengen p; den durch die Punkte x; induzierten Singletons entsprechen, d.h., es
qgilt

fiir alle i € 1.

(i) Fir alle i,j € I gilt die Ungleichung

ig}g{T(ui(ﬂﬁ)?w(%))} < yig)f({?(m(y),uj(y))} (4.16)

Bevor wir diesen Satz beweisen, betrachten wir die anscheinend sehr technische Bedin-
gung (ii). Diese Bedingung entspricht im Sinne von Abschnitt 2.7 gerade der ,,Uberset-
zung” der Aussage:

Fiir alle 4,5 € I gilt:

(FreX:(@emAze ) > VyeX:(yem—ye ).
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Mit anderen Worten: Die Bedingung (ii) fordert, dafl der Grad der Nicht-Disjunktheit
der Fuzzy-Mengen f; und p; hochstens so gro8 sein darf wie ihr Gleichheitsgrad. Fiir
gewohnliche Mengen entspricht dies der Forderung, dafl die Mengen entweder disjunkt
oder gleich sein miissen. Dies rechtfertigt auch die Verwendung des Begriffs Partitionie-
rung fiir die Menge der mit den linguistischen Termen assoziierten Fuzzy-Mengen. Bei
einer Partitionierung verlangt man, dafl die zur Partitionierung gehérenden Mengen
paarweise disjunkt sind.

Beweis:

(i) = (i)

Es sei E eine Gleichheitsrelation, die der Bedingung (4.15) geniigt. Wir beweisen (4.16),
indem wir zeigen, daf§ die Ungleichungen

SUp{ T (pa(@), g (2)} < (i, 75) (4.17)
und _
Ewi,xj) < mf{T(kily), 15 (y))} (4.18)
gelten. Aus der Voraussetzung (4.15) erhalten wir
sup{ T (pi(2), ()} = sup{T(E(z;,x), E(x;,x))}
reX zeX
E transitiv
< sup E(i[,',“ a:j)
zeX
= E(.’El, [IZ']'),

woraus (4.17) folgt. Wir weisen (4.18) nach, indem wir fiir alle y € X die Ungleichung

E(zi,25) < T (), 15(y))

beweisen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte E(x;,y) > E(z;,y). Zusammen
mit (4.15) ergibt sich

>

(i) mi(y)) = supf{a € [0,1] | T(max{E(x:,y), E(z;,y}, )
< min{E(z;,y), E(z;,y)}}

= sup{a € [0,1] | T(E(z;,y), @) < E(z;,y)}

Z E(xh :Ej)v
da wegen der Transitivitdt von E fiir « = E(xj, ;) die Ungleichung T (E(x;,y),a) <
E(z;,y) erfiillt ist.
(i) = (i)
Wir definieren die Gleichheitsrelation £ : X x X — [0, 1] durch

Blay) = inf {T (i), paly)) }- (4.19)

1€
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Zunéchst weisen wir, ohne die Bedingung (ii) zu verwenden, nach, da8 E eine Gleich-
heitsrelation ist.

(a) E(x,x) = 112; {sup {a € [0,1] | T(max{u;(z), pi(v)}, @)
< minfy(2), pi(x)}}}
— it {supla € 0.1 T(ule).0) < (o))
= 1.
(b) Offenbar gilt E(x,y) = E(y,x), da aus Satz 2.63 ?(a,ﬁ) = %(ﬁ, «) folgt.
(¢) T(E(z,y), E(y, 2))
= T< 12; { sup{a € [0,1] | T(max{u(x),w(y)}, )
< min{y;(x), pi(y)}}
in {sup{B€0,1] | T(max{uy),n(2)},0)
< minp; (v), 15(2) 1}

T g [T( o€ 0] | Tlmasl@) m) o)
< min{ui(z), 1i(y)}},
sup {8 € [0,1] | T(max{u;(y), u;(2)},5)
< minp; (), 15 ()} |
< inf {T( sup{a € [0,1] | T(max{u(z), m(y)}, a)

< minf{y;(), 11 (y) }},
sup {5 € [0,1] | T(max{ui(y),pi(2)},5)
< mingpi (), (=)} }) |
= s {T(@f) | T(max{u(a). p(v)}.0)
< min{pi(2), pi(y)} A
T(max{ui(y), ui(2)}, 6)
< min{ui(y), mi(2)}}}.
(4.20)
Wir beweisen, daB (4.20) kleiner oder gleich
B(e,z)=inf {sup{y € 0,1] | T(max{pu(e),m(=)}.7)

< min{ui(x), pi(2)}}}, (4.21)
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ist, indem wir zeigen, daf fiir alle ¢ € I und fiir alle ¢ € [0,1) die folgende Bedingung

erfiillt ist:
(5 - Q,EEES,H {T(o, B) | T(max{u(z), m(y)}, )
< min{p(2), i(y)} - A
T(max{p(y), pi(2)}, )
< min{u;(y), pi(2)}})

(5 <sup{y €[0,1] | T(max{p(x),w(2)},7)
< min{u(2), pi(2)}})
Es gelte also (4.22). Dann existieren a, # € [0, 1], die den drei Bedingungen
T(a,8) > ¢,
T(max{p(x), pi(y)}, o) < min{pi(z), wi(y)},
T(maX{ul(y)a pi(2)},8) < min{pi(y), w(2)}-
ey,

geniigen. Wir definieren ’y = B) und zeigen, daB

T(max{pi(z), pi(2)},7) < min{ui(x), ui(2)}-

(4.22)

(4.23)

gilt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei p;(z) < u;(2), so daB sich (4.26) zu

T(ui(2),7) < pa().

vereinfacht.
Fall 10 pii(y) < pi() < p(2).
Es folgt
T(pi(2),7) = T(ui(2), T(a, 8))
(4.25)
< T(wily), @)
< ui(y)
< i)

Fall 2: pi(z) < pi(y) < pa(z).
Fiir diesen Fall erhalten wir analog zu Fall 1
T(ui(2),7) < T(paly), @),

und mit (4.24)
T(ri(y), a) < pi(x).
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Fall 3: pi(x) < pi(z) < paly).
Es ergibt sich mit (4.24)

T(pi(2),7) < T(a(y), ) < T(pa(y), @) < ().

Damit gilt die Ungleichung (4.26), aus der die Ungleichung (4.23) folgt. E ist also auch
transitiv und damit eine Gleichheitsrelation.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl p; = p,, gilt. Wir beweisen zuerst p,, < pu;:

pao(2) = E(z, 7))
= ;g{sup {ae[0,1] | T(max{p;(x:), ()}, )
< min{p;(w:), i (7)}} |

< sup{a€[0,1] [ T(max{u(z:),pi(z)}, @)
< min{ (@), i)} }

— supfa € [0,1] T(La) < )}

= ().

SchlieBlich zeigen wir p; < p,,, indem wir fiir alle j € 1

sup {a € [0.1] | T(max{ys; (), s ()} )

(4.27)
<min{u; (@), pi(2)}} > (o)
nachweisen.
Fall 10 p;(z;) < py(2).
Damit vereinfacht sich die linke Seite von (4.27) zu
sup{a € [0,1] | T(s(x). a) < i)} (4.28)

Der Ausdruck (4.28) ist grofer oder gleich p;(x), falls T (p;(2), pi(x)) < pi(z;)
erfiillt ist. Mit der Voraussetzung (ii) erhalten wir
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T (@), i) < inf {sup {8 € [0, 1]|T (max{pt;(v), pi()} 6)
< min{y;(y), 1)} }}

< sup{f € [0, 1| T (max{p;(x;), pi(x:) }, )
< min{p,;(z;), pi(x:)}}

= ().
Fall 2: p;(z) < pj(x;).
Fiir diesen Fall vereinfacht sich die linke Seite von (4.27) zu
Sup{a € [07 1] | T(:uj(xi)’a) < ,u]'(ZL‘)},

so daf} wir
T (), pi(x)) < (). (4.29)

nachweisen miissen. Falls p;(z) < p;(z) gilt, ist (4.29) offenbar erfiillt. Es sei
also p;(z) < p;(z). Dann folgt wegen p;(z;) =1

i) = T(pi(xs), pi(x:))
< ig}g{T(w(Z)w(Z))}

IN

inf {7 (1(2), ui(2))}

zeX

>

< T(p(z), pi(z))

= sup{ae0,1] | T(max{u;(z),un(z)},a)
< min{yu;(x), pi(z)}}

= sup{a € [0,1] | T(ui(), a) < ()}

und somit T (p;(x), pj(x;)) < pj(z), da T monoton und stetig ist. O

Die Bedingung (ii) des Satzes 4.8 haben wir im Beweis weder verwendet, um zu zeigen,
daf durch (4.19) eine Gleichheitsrelation definiert wird, noch um p; > ., nachzuwei-
sen. Die Bedingung (ii) wird nur fiir die Ungleichung p,, > p; bendotigt.

Der folgende Satz zeigt, dafl (4.19) die grofite Gleichheitsrelation ist, bei der alle p;
extensional sind.

Satz 4.9 Essei T eine stetige t-Norm. Desweiteren sei (u;)ier eine Familie von Fuzzy-
Mengen von X. Dann ist die durch (4.19) definierte Gleichheitsrelation E die grofste
Gleichheitsrelation beziiglich T, fiir die p; fir alle © € I extensional ist.
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Beweis:

Wir zeigen zuerst, dafi p; (i € I) extensional beziiglich E ist:

T(,Ui(x)’ E([B, y)) -
— T(M(x),%g{T(Mj(x),Mj(y))})

< T(ile), T (i), mi(y)))

T stetig

= asel[lopl] {T(pi(z), o) | T(max{p(x), mi(y)}, a)
< min{y;(2), i (y) }}-

Falls u;(z) < p;(y) gilt, vereinfacht sich (4.30) zu

sup {T(pi(x), @) | T(i(y), @) < ()}

a€(0,1]

< sup {T (@), @) | T(ui(x), a) < ()}

a€(0,1]
= T(Mi(z)ﬂl)
= la)

=

)

<

=

Im Falle p;(y) < pi(x) wird (4.30) zu

sup {T(ui(2), @) | T(pa(@),0) < pa(y)} = pa(y).

a€l0,1]

Also ist p; extensional beziiglich E.

Sei £’ eine Gleichheitsrelation beziiglich T, fiir die y; fiir alle ¢ € I extensional ist. Wir
zeigen, dafl fiir alle 7 €

gilt, woraus wir £ > E’ folgern konnen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
pti(z) < pi(y). Dann folgt

R

T(pi(), pily)) = sup{ev € [0, 1] | T(pi(y), o) < pi() - (4.30)

Da u; extensional beziiglich E’ ist, gilt

T(ui(y), E'(w,y)) < palw),

so daB (4.30) einen Wert grofier oder gleich E'(z,y) liefert. O

Mit Satz 4.9 erhalten wir, dafl die in (4.19) definierte Gleichheitsrelation die grofite
Gleichheitsrelation ist, bei der die Fuzzy-Mengen als Singletons interpretierbar sind.
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Satz 4.10 Es sei T eine stetige t-Norm. Desweiteren sei (u;)ic; eine nicht-leere Fa-
milie von Fuzzy-Mengen von X und (x;);c; eine Familie von Elementen von X mit

Aupferdem gelte fir alle i,j € I die Ungleichung (4.16) aus Satz 4.8.

Dann ist die in (4.19) definierte Gleichheitsrelation E die grifite Gleichheitsrelation
beziiglich T, die (4.15) erfillt.

Beweis:

Im Beweis des Satzes 4.8 haben wir gezeigt, dal F der Forderung (4.15) gentigt. Ist
E' eine beliebige Gleichheitsrelation beziiglich T, so sind die Fuzzy-Mengen p; = pg,
(1 € I) als Singletons und damit als extensionale Hiillen einelementiger Mengen exten-
sional beziiglich E’. Nach Satz 4.9 ist £ aber die grofite Gleichheitsrelation, beziiglich
derer die Fuzzy-Mengen p; (i € I) extensional sind. a

Satz 4.10 zeigt, da} wir im Falle der Existenz einer Gleichheitsrelation, bei der die
Fuzzy-Mengen als Singletons interpretierbar sind, mit der Gleichung (4.19) die grofite
derartige Gleichheitsrelation berechnen kénnen. Obwohl die Forderung (4.16) sinnvoll
zu interpretieren ist und eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
einer Gleichheitsrelation darstellt, unter der die Fuzzy-Mengen als Singletons angesehen
werden konnen, ist es nicht einfach, diese Bedingung zu iiberpriifen. Wir geben daher
eine einfachere, hinreichende Bedingung an, die sich leichter iiberpriifen 148t.

Satz 4.11 Es sei T eine stetige t-Norm. Desweiteren sei (u;)ic; eine nicht-leere Fa-
milie von Fuzzy-Mengen von X und (x;);c; eine Familie von Elementen von X mit

Viel: pi(x;)=1.
Auferdem gelte fiir alle i,5 € I mit v # 7 und fir alle x € X die Gleichung
T (i), pi(x)) = 0. (4.31)

Dann erfillt die in (4.19) definierte Gleichheitsrelation E die Bedingung (4.15).

Beweis:

Fiir i # j impliziert (4.31) offenbar (4.16). Fiir ¢ = j liefert die rechte Seite von
(4.16) den Wert 1, so daf (4.16) auch in diesem Fall erfiillt ist. Aus Satz 4.8 und dem
zugehorigen Beweis konnen wir folgern, dafi E' der Bedingung (4.15) geniigt. O

(4.31) entspricht der Forderung, daf§ die Fuzzy-Mengen der Familie (y;);c; paarweise
disjunkt sind beziiglich des durch die t-Norm T induzierten Durchschnittsoperators.
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Beispiel 4.12 Es sei T = Tpuw. Indem wir die im Beispiel 2.66 berechnete Formel
fiir die Biimplikation verwenden, erhalten wir, daf§ die Bedingung (4.16) aus Satz 4.8
der Ungleichung

sup {pii(@) + (@) = 1} < inf {1 = |pily) = ()1} (4.32)

entspricht. Die rechte Seite von (4.32) ist genau derselbe Ausdruck wie die in Satz 2.69,
der den Gleichheitsgrad zweier Fuzzy-Mengen definiert.

Die Bedingung (4.31) des Satzes 4.11 ist fiir T = Ty dquivalent zu

) + () < L. (4.33)

Man beachte, dafl diese Bedingung die iibliche Annahme fiir Fuzzy-Partitionierungen
erfiillt, daB fiir jedes Element des Bereichs die Summe seiner Zugehorigkeitsgrade zu den
Fuzzy-Mengen der Fuzzy-Partitionierung 1 ergibt. Die Partitionierungen in Beispiel 4.1
sind so gewéhlt, daf sie (4.33) geniigen, so dafl wir Satz 4.11 anwenden konnen.

Wir betrachten exemplarisch die durch (4.19) induzierte Gleichheitsrelation E auf der
Menge X; = [—90,90] der moglichen Winkel. Die sieben zu der entsprechenden Par-
titionierung gehdrenden Fuzzy-Mengen bezeichnen wir mit ft,,g, finm, tnk, buN > pk, Bpm
und 5. Dabei ist

1, falls 0 < —67.5
() = —50= —2, falls —67.5 <6< —45
0, sonst,
1, falls 67.5 <80
ppp(6) = 22 = —2, falls 45 <0<675
0, sonst,
ful®) = 1 — min {' 0.l 1} * (w e {nm,nk, ulN, pk, pm}),

mit 6,,,, = —45, O, = —22.5, O,n = 0, Oy, = 22.5, 0,,,,, = 45 (vgl. auch Abbildung 4.4).
Wir definieren W = {ng, nm, nk,uN, pk, pm, pg}. Mit dieser Notation folgt

E(0,0") = min{1 — |p,(0) — p(0")] | w € W}. (4.34)

In Tabelle 4.4 ist fiir einige Winkel 6 und ¢ der Gleichheitsgrad E(6,60’) angegeben.
Unterhalb des Wertes E(6,0") ist zusétzlich eine Fuzzy-Menge der Partitionierung bzw.
deren zugehoriger Index w aufgefiihrt, fiir die

E(0,0') =1 = |pa(0) — ()]

gilt, d.h. fiir die das Minimum in (4.34) angenommen wird.
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g 0 0 |5.625 | 11.25 | 16.875 | 22.5 | 28.125 | 33.75 | 39.375 | 45 | 61.875 | 67.5 | 73.125

0 1 107 | 0.5 0.25 0 0 0 0 0 0 0 0
ulN | ulN ulN ulN ulN ulN ulN ulN ulN ulN ulN ulN

5 625 1 0.75 0.5 |025| 025 | 0.25 | 0.25 0 0.25 0 0
. ulN ulN ulN ulN ulN ulN ulN pm ulN pg pg
11.95 1 0.75 | 0.5 0.5 0.5 0.25 0 0.25 0 0
. ulN ulN ulN ulN ulN pm pm pg pg pg
16.875 1 0.75| 0.75 0.5 0.25 0 0.25 0 0
ulN ulN ulN pm pm pm pk pg pg

99 5 1 0.75 0.5 0.25 0 0 0 0
ulN pk pk pk pk pk pk pk

98 195 1 0.75 0.5 ]0.25| 0.25 0 0
uN | pk pk_ | pk | pk | pg | pg

33 75 1 0.75 | 0.5 | 0.25 0 0
uN | pk | pk | pg | pg | pyg

39.375 1 0.75 | 0.25 0 0
uN | pk | pg | pg | pyg

45 1 0.25 0 0
ulN pm pm pm
61.875 1 0.75 | 0.75
uN | pg | pg

67.5 1 L
ulN ulN

73.125 1
ulN

Tabelle 4.4: Einige Werte der nach (4.19) berechneten Gleichheitsrelationen
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Beispielsweise bedeutet der Eintrag in der dritten Zeile und der vierten Spalte, dafl
E(16.875,11.25) = 0.75 gilt, und daB dieser Wert angenommen wird, wenn in (4.34)
w = uN gewahlt wird, d.h. 1 — |p,n(16.875) — py,n(11.25)] = 0.75. Im allgemeinen
wird das Minimum in (4.34) nicht nur bei einem w, sondern bei mehreren angenom-
men, z.B. wire hier der Tabelleneintrag w = pk statt w = ulN ebenfalls zuldssig.
Wegen der Symmetrie der Gleichheitsrelation E wurde nur der Tabellenteil oberhalb
der Hauptdiagonalen ausgefiillt.

Die Verwendung der Dreiecksfunktionen fiir die Partitionierung (siehe Abbildung 4.4)
kénnte zunédchst zu der Vermutung fiithren, dafl die Gleichheitsrelation £ durch die
Metrik 6 mit (6, 0') = 7z|0 — 0’| induziert wird. Wie im Beispiel 2.56 ergeben sich bei
der durch die Metrik ¢ induzierten Gleichheitsrelation Es gerade die Dreiecksfunktionen
als Singletons. Die erste Zeile der Tabelle 4.4 scheint diesen Verdacht zu erhérten, da
wir aus ihr ablesen konnen, dafl

b

E(0,0) = E5(0,0) =1 — mm{m

09— 0, 1}.

gilt. Bei genauerer Betrachtung der Tabelle zeigt sich jedoch, dafl im allgemeinen
nur Fy < E erfillt ist. Erstens ist die Gleichheitsrelation E an den Réndern (d.h.
bei Winkeln kleiner als —67.5° bzw. grofler als 67.5°) sehr grob, da fiir alle Winkel
0,0" € [67.5,90] folgt: E(0,0") = 1 (vgl. z.B. den Tabelleneintrag fiir § = 67.5 und
§ = 73.125). Dieses Phinomen erklért sich durch die Wahl der Fuzzy-Mengen i, bzw.
[ing- Zweitens treten folgende zundchst paradox erscheinende Werte auf: E(5.625,45) =
0, aber F(5.625,61.875) = 0.25, obwohl 5.625 < 45 < 61.875 gilt. Die Ursache hierfiir
liegt in der schlechten Uberdeckungseigenschaft, die die Partitionierung besitzt. Es gilt
beispielsweise

sup{ i, (11.25) | w € {ng, nm,nk,uN, pk,pm,pg}} = 0.5.
Wegen der Definition von E 148t sich folgende Abschétzung fir £(6,0") angeben:
E(0,0) = min{l — |p,(0) — pu(0)] | w € W}

> 1 — max {max{,(0), p,(0)} | w e W}
+ min { minfs,(0), o (0)} | w € W}

> 1 — max {max{p,(0), (0} | w e W}. (4.35)

Fiir 0 = 5.625 und 6" = 61.875 liefert (4.35) den Wert 0.25. (4.35) laBt sich wie folgt
interpretieren. Die Fuzzy-Menge
p:[—90,90 — [0,1],
0 — sup{p.(0) | we W},

die der Vereinigung der Fuzzy-Mengen p,, (w € W) entspricht, gibt an, inwieweit
jedes einzelne Element 6 € [—90,90] von der Partitionierung erfafit (iiberdeckt) wird.
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(4.35) besagt also, dafl zwei Elemente 6,60 € [—90,90] (unter F) hochstens so gut
unterschieden werden koénnen, wie sie durch die Partitionierung iiberdeckt werden.
(4.35) ist dquivalent zu

E(0,0') > 1—max{u(6), u(0)}.

Die Wahl der t-Norm Ty fiir die Berechnung der Gleichheitsrelation E' ist nicht
allein durch die Beispiele 2.51 und 2.56 motiviert, sie hat auch pragmatische Griinde.
Beispielsweise existiert fiir T = T, oder T = T 04 keine Gleichheitsrelation auf der
Menge [—90,90], so daf die Fuzzy-Mengen p,, (w € W) als Singletons interpretierbar
sind. Die Begriindung hierfiir liefert Satz 4.8. Es gilt

sup  { T (pun(0), upr(0))} =

{ 0.5, falls T = Ton
6€[—90,90]

0.25, falls T = Tpoa,

aber

—

ae[i_%gvgo] {T(,UuN(@), Mpk<9))} -0

sowohl fiir T = T, als auch fir T = Tp,04, so dafl die Bedingung (ii) des Satzes 4.8
fiir diese t-Normen nicht erfiillt ist.

An dieser Stelle sollte betont werden, dafl die Verwendung des Minimum-Operators
(vgl. (4.9)) bei Fuzzy-Reglern nicht von der fiir die Gleichheitsrelationen verwende-
ten ¢-Norm abhéngt. Der Minimum-Operator stammt aus der Gleichung (4.5), in der
davon ausgegangen wird, dafl die beteiligten Gleichheitsrelationen ,,unabhéngig* sind,
so dafl die Gleichheitsrelation fiir den Produktraum der Mef3- und Stellgréflen sinnvoll
erscheint. Daher ist es durchaus gerechtfertigt, die in (4.2) beschriebene , Max-Min-
Inferenzmethode® fiir den Mamdani-Fuzzy-Regler zu verwenden, selbst wenn man den
Regler auf der Basis von Gleichheitsrelationen beziiglich einer beliebigen ¢-Norm inter-
pretiert.

Die t-Norm sollte so gew#hlt werden, dafl die Gleichheitsrelationen sinnvoll gedeutet
werden kénnen. Wie wir bereits in den Beispielen 2.51 und 2.52 gesehen haben, lassen
sich die t-Normen T ;, und insbesondere Ty, anschaulich begriinden. Allerdings ist
die Existenz einer geeigneten Gleichheitsrelation beziiglich einer fest gewéhlten ¢-Norm
bei einer vorgegebenen Partitionierung nicht garantiert. Wir haben gerade gezeigt, dafl
die Fuzzy-Mengen der Partitionierung {u, | w € W} als Singletons im Sinne einer
Gleichheitsrelation beziiglich der t-Norm Ty, gedeutet werden konnen — nicht jedoch
beziiglich Ty,in oder T pod.

Die Verwendung einer geeigneten ¢-Norm fiir die Gleichheitsrelation erlaubt eine we-
sentlich schwéchere Bedingung als die Forderung (4.33), um die Existenz einer Gleich-
heitsrelation zu garantieren, beziiglich derer die Fuzzy-Mengen als Singletons inter-
pretierbar sind. Hier bietet sich als Kandidat eine ¢-Norm T der Yager-Familie mit
sehr kleinem Parameter p > 0 an. In diesem Fall ergibt sich anstelle von (4.33) die
schwéchere Voraussetzung

(1= @) + (1 — ()" > 1.
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Allerdings ist es schwierig, eine geeignete Semantik fiir Gleichheitsrelationen beziiglich
solcher t-Normen anzugeben. |

Eine Fuzzy-Partitionierung, die bestimmte sinnvolle Bedingungen erfiillt, induziert ei-
ne Gleichheitsrelation unter der die Fuzzy-Mengen als Singletons interpretiert wer-
den konnen. Die unmittelbare Vereinfachung auf eine Gleichheitsrelation kann sich
jedoch als schwierig erweisen. Manchmal ist ein Experte in der Lage, Fuzzy-Mengen
anzugeben, die geméafl der zu bestimmenden Gleicheitsrelation als Singletons interpre-
tiert werden konnen. Durch ein Singleton fiir einen bestimmten Punkt xy (in Form
einer Fuzzy-Menge pi,,) kann lokal in einer gewissen Umgebung des Punktes zq ei-
ne Gleichheitsrelation bestimmt werden. Es kann daher sinnvoll sein, direkt Fuzzy-
Partitionierungen anstelle der Gleichheitsrelationen zu definieren. Es ist moglich, mit
Hilfe von Satz 4.8 und Gleichung (4.19), die zu einer gegebenen Fuzzy-Partitionierung
gehorige Gleichheitsrelation zu bestimmen. Folglich liefert Satz 4.8 eine Priifverfahren,
ob eine gegebene Partitionierung sinnvoll ist. Es ist zu beachten, dafl die Faustregel,
die fordert, dafl die Zugehorigkeitsgrade benachbarter Fuzzy-Mengen p; und p; einer
Fuzzy-Partitionierung sich zu 1 addieren, sicherstellt, dafl die zugehorige Gleichheits-
relation (in bezug auf die t-Norm Ty.) existiert.

4.5 Fuzzy-Regelung und Relationalgleichungen

In diesem Abschnitt wenden wir die Theorie der (Fuzzy-)Relationalgleichungen auf
Fuzzy-Regler an. Dazu fassen wir die Mefgréflen &, ...,&, zu einer Mefigrofie bzw.
zu einem Mefligrofientupel &€ = (&1, ..., &,) zusammen. Der Wertebereich von ¢ ist der
Produktraum X = X; x ... x X,,. Die zu betrachtenden Regeln haben die Form

if ¢ is A then 7 is B, (4.36)

Dabei stellen A und B linguistische Terme dar, denen jeweils eine Fuzzy-Menge 114 von
X bzw. vg von Y entspricht. Regeln der Art

if £ is Ay and ... and ¢, is A, then 7 is B,

wie wir sie im Rahmen des Mamdani-Fuzzy-Reglers kennengelernt haben, lassen sich
ohne weiteres in die Form (4.36) iibersetzen. Dem ,linguistischen Term“ A =
(Ay, ..., A,) wird einfach die Fuzzy-Menge

Hna - X — [Oa 1]7

(X1, ..., 2n) +— min{pa, (z1),...,p1a,(T0)},

zugeordnet. Dabei ist p4, (i = 1,...,n) die dem linguistischen Term A; entsprechende
Fuzzy-Menge.

Um die Begriindung der Fuzzy-Regelung iiber die Theorie der Relationalgleichungen
besser veranschaulichen zu kénnen, betrachten wir zunéchst nur scharfe Mengen. Die
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Losung einer Regelungsaufgabe besteht in der Angabe einer Funktion ¢ : X — Y|
die jedem Mefwert € X einen geeigneten Stellwert zuordnet. Formal entspricht die
Abbildung ¢ der Relation

R, ={(z,0(z)) |[z€ X} C X x Y. (4.37)

Mit Hilfe der Relation R, 148t sich fiir einen Mewert x € X der Stellwert ¢(z) durch

die Beziehung
{o(2)} = {z} o Ry.

berechnen. Dabei ist die Komposition o einer Menge M C X mit einer Relation R C
X x Y wie iiblich durch

MoRd:'Ef{yEY\EIxEX:(wEM/\(:U,y)ER)}QY. (4.38)

definiert.

Wir verallgemeinern diesen Ansatz auf Mengen von MefB- und Stellwerten. Gegeben
seien die Mengen My,..., M, € X und Ny,..., N, C Y. Gesucht ist eine Relation
RC X xY mit

Vie{l,...,r}: N;=M,;oR. (4.39)

Diese Beziehungen sollen bedeuten, daff der Stellwert aus der Menge N; (i =1,...,7)
zu wihlen ist, falls der Mefiwert aus der Menge M; stammt. Wenn wir aus der Vorgabe
der Mengen M, ..., M, und Ny,..., N, die Relation R bestimmt haben, konnen wir
fiir eine beliebige Menge M C X von Mefwerten die zugehorige Menge N = M o R von
Stellwerten berechnen. M koénnte dabei einer imprézisen Beobachtung der Stellgrofie
entsprechen. Wir setzen hierbei nicht voraus, dafi die Relation R eine Abbildung im
Sinne von (4.37) wiedergibt.

Das zu l6sende Problem besteht damit in der Bestimmung einer Relation R, die die Be-
dingung (4.39)bei fest vorgegebenen Mengen M; bzw. N; (1 = 1,...,r) erfiillt. Nachdem
wir das Problem fiir scharfe Mengen formuliert haben, wenden wir uns der Verallge-
meinerung auf Fuzzy-Mengen zu.

Gegeben seien Fuzzy-Mengen 1, ..., u, von X bzw. v, ..., v, von Y. Gesucht ist eine
Fuzzy-Relation o, d.h. eine Fuzzy-Menge von X x Y, die der Forderung
Vie{l,....,r}: v;i=p;00.

geniigt. Zunéchst miissen wir erklidren, wie die Komposition o einer Fuzzy-Menge pu
von X mit einer Fuzzy-Relation p auf X x Y definiert ist. Wir verwenden dafiir die
Gleichung (4.38) und , fuzzifizieren“ sie nach den Regeln des Abschnitts 2.7. Man erhélt,
daf} die Komposition der Fuzzy-Menge p mit der Fuzzy-Relation ¢ die Fuzzy-Menge

poo:Y —1[0,1], y~ sup {min{p(z), o(x,y)}} (4.40)

von Y liefert. Die Konjunktion in (4.38) werten wir durch das Minimum, den Existenz-
quantor durch das Supremum.
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o | 140 160 180 200 220
k|10 05 01 00 0.0
m| 00 05 1.0 05 0.0
g |00 00 04 08 1.0

Tabelle 4.5: Die Fuzzy-Relation p

1.0 0.5 0.1 0.0 0.0
0.0 05 1.0 05 0.0
0.0 00 04 08 1.0
0.0 06 1.0 ‘ 0.0 05 06 08 1.0

Tabelle 4.6: Falk-Schema zur Berechnung von v = 1o o

Beispiel 4.13 Wir betrachten die Menge X = {k,m, g} der Autoklassen Kleinwagen
(k), Mittelklassewagen (m) und Auto der gehobenen Klasse (g). Y = {140, 160, 180,
200,220} sei die Menge der moglichen Hochstgeschwindigkeiten (in km/h). Die Fuzzy-
Relation p (siehe Tabelle 4.5) iiber der Menge X x Y gibt fiir jedes Paar (x,y) € X XY
an, inwieweit es fiir moglich gehalten wird, dal die Hochstgeschwindigkeit eines Wagens
der Klasse x gerade y betragt.

Die Fuzzy-Menge v von Y der moglichen Geschwindigkeiten eines Klein- oder Mit-
telklassewagens konnen wir mit Hilfe der Gleichung (4.40) berechnen, indem wir als
Fuzzy-Menge 1 von X die charakteristische Funktion der Menge {k, m} wihlen, d.h.
po = Tgppy. Fiir v ergibt sich v(140) = 1.0, v(160) = 0.5, v(180) = 1.0, »(200) = 0.5,
v(220) = 0.0.

Wenn wir etwas iiber die Hochstgeschwindigkeit eines Autos erfahren wollen, das von
einem siiddeutschen Autohersteller produziert wurde, bietet sich die Fuzzy-Menge u
mit (k) = 0.0, u(m) = 0.6, u(g) = 1.0 als Représentant der moglichen Klassen des
Autos an. Die Berechnung der Fuzzy-Menge v der moglichen Hochstgeschwindigkeiten
mit Hilfe der Gleichung (4.40) &8t sich durch ein Falk-Schema, wie in der Tabelle 4.6
dargestellt, veranschaulichen. Wir schreiben dazu die Fuzzy-Menge v als Zeilenvektor
links unten in das Schema. Die Fuzzy-Relation ¢ wird wie in Tabelle 4.5 in Matrixform
oben in das Schema eingetragen. Die Fuzzy-Menge v ergibt sich dann als Zeilenvektor
unten rechts. Zur Berechnung des Wertes v(140) transponieren wir den Zeilenvektor,
der die Fuzzy-Menge p reprisentiert, und bilden mit dem ersten Spaltenvektor kom-
ponentenweise das Minimum. Das Maximum der drei so erhaltenen Werte ist der Zu-
gehorigkeitsgrad des Elementes 140 zu der Fuzzy-Menge v. Die Zugehorigkeitsgrade
der anderen Geschwindigkeiten erhilt man entsprechend. Es ergibt sich v(140) = 0.0,
v(160) = 0.5, ¥(180) = 0.6, ©(200) = 0.8, v(220) = 1.0. |
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Um einen Satz iiber die Losbarkeit einer einzelnen Relationalgleichung v = p0 ¢ formu-
lieren zu kénnen, bendtigen wir die Godel-Relation Qﬁﬁdel, die auf der Godel-Implikation
basiert. In der Terminologie des Abschnittes 2.7 wird ¢G5! definiert durch

(z,y) € 055 <= (wep — yev), (4.41)

wobei die Implikation — im Sinne der Godel-Implikation ausgewertet wird, d.h.

Godel _ { v(z), falls v(z) < p(z)

mv 1, sonst.

Satz 4.14 Es seien p € F(X), v € F(Y). Auflerdem sei o € F(X xY) eine Fuzzy-
Relation, die die Relationalgleichung v = p o o erfillt. Dann folgt

(i) o < 0553

(ii) Die Gdédel-Relation ist ebenfalls eine Lisung der Relationalgleichung,
d.h. v = po s

Beweis:

(i) Esseiz e X,y €Y.
Falls pi(z) < v(y) gilt, folgt o(z,y) < 1= 055 (z,y).
Es gelte also v(y) < u(x). Damit ergibt sich

O (2,y) = v(y)

— sup {min{yu("), o', y)}}

z’'eX
> min{u(z), o(z,y)}-
Wegen u(z) > v(y) folgt min{u(x), oz, y)} = o(x, y).
(ii) Es seiy € Y. Offenbar gilt

(10 gty (y) = sup {min{u(@), o1y (2, 1)} } < ()

(i) impliziert

v(y) = (poo)(y)
= ig}? {min{p(x), o(z,y)}}

< sup {min{p(z), o1y (z. )}

= (o 0% (y). 0
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Satz 4.14 besagt, dal die Godel-Relation die grofite Losung der Relationalgleichung
v = p o o ist, sofern {iberhaupt eine Losung dieser Gleichung existiert. Der folgende
Satz erweitert diese Aussage auf ein System von r Relationalgleichungen v; = p; o o
(1 = 1,...,7r). Wenn dieses System iiberhaupt eine Losung besitzt, so ist die Fuzzy-

Relation glin }{QS_@S?I} die grofte Losung dieses Systems.
i€{1,...,r v

Satz 4.15 Es seien p; € F(X), v, € F(Y) (i=1,...,r). Auflerdem sei o € F(X xY)
eine Fuzzy-Relation, die das System von r Relationalgleichungen v; = u; o o ldst. Mit
der Abkiirzung o, ' min {0503} folgt

i€l POV

(i) o < o,

(i) Vi e {1,....r}: vy = ;0 0.

Beweis:
(i) Mit Satz 4.14(i) folgt

Vie{l,...,r}: o< oS%

i Vi
und damit ¢ < p,.

(ii) Esseii e {1,...,r}, y € Y. Wir erhalten

(ki 0 0,)(y) < (i 0 05°9M) (y) < vi(y).

Auflerdem gilt
vi(y) = (nio 0)(y) < (uioor)(y). O

Das Prinzip der Losung von Systemen von Relationalgleichungen v, = ¢ oy
(¢t = 1,...,7) auf der Basis der Sétze 4.14 und 4.15 besteht darin, zunéchst fiir jede
einzelne Relationalgleichung die grofite Losung in Form der Godel-Relation zu bestim-
men, um dann durch das Minimum {iber die Losungen der einzelnen Gleichungen eine
Gesamtlosung fiir das System zu erhalten. Sofern das System von Relationalgleichun-
gen iiberhaupt eine Losung besitzt, fithrt dieses Verfahren auch zum Ziel. Setzen wir
die Losbarkeit voraus, so entspricht die schrittweise Berechnung der Losung g, in der

Form
def

def . 5 .
oo = lxxy, 0iq1 = mlﬂ{@i; QSOSQI (l =0,...,r— 1)
dem Prinzip, sukzessive die Systeme von Relationalgleichungen R; = {1 = p o o,
oy vi=p;00} (1=0,...,7) jeweils durch die groBte Fuzzy-Relation g; zu 16sen, und
diese Fuzzy-Relation jeweils zur Losung einer weiteren Relationalgleichung zu verklei-
nern.

Es ist naheliegend, dieses Prinzip umkehren zu wollen, d.h., von der kleinsten Lésung
einer Relationalgleichung auszugehen und diese schrittweise zu vergréfiern, um eine
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Losung des System zu finden. Im allgemeinen gibt es jedoch keine kleinste Losung
einer Relationalgleichung, selbst wenn eine Losung der Relationalgleichung existiert.
Man behilft sich daher mit einer , kleinen* Losung der Relationalgleichung, die in der
folgenden Definition beschrieben wird.

Definition 4.16 FEs seien p € F(X), v € F(Y). Die Fuzzy-Relation

gy X xY —[0,1],  (z,y) — min{u(z),v(y)}

heifst kartesisches Produkt der Fuzzy-Mengen u und v.

Existiert iiberhaupt eine Losung einer Relationalgleichung, so ist auch das kartesische
Produkt der auftretenden Fuzzy-Mengen eine Losung.

Satz 4.17 Es seien p € F(X), v € F(Y). Auflerdem sei p € F(X xY) eine Fuzzy-

Relation, die die Relationalgleichung v = o o erfillt. Dann folgt v = o o7}

Beweis:

Es sei y € Y. Es gilt

(1o gi)) = sup {min{u(z), o} (@, y)}}

— min {sup{mx)},u(y)}. (1.2

zeX

AuBlerdem erhalten wir aus
(noo)(y) = Sup {min{p(z), o(z,y)}} = v(y),

daB sup{u(z) | z € X} > v(y) erfiillt sein muf. Dies impliziert, dafl (4.42) gleich v(y)
ist. a

Soll ein System von Relationalgleichungen v; = p; 0 0 (¢ = 1,...,r) mit Hilfe des
Satzes 4.17 gelost werden, bietet sich das ,,Zusammensetzen® der Gesamtlosung p aus
den ,kleinen®“ Losungen gﬁ‘q“; der einzelnen Relationalgleichungen an. Ein sinnvoller
Ansatz fiir eine Losung ist

o=max{ol™ |ie{l,...,r}}. (4.43)

Ist ein scharfer Mefiwert o € X gegeben, den wir durch seine charakteristische Funk-
tion My, reprisentieren, und verwenden wir die Fuzzy-Relation ¢ zur Berechnung der
Fuzzy-Menge v € F(Y') fir den Stellwert, so erhalten wir

v(y) = (Lo 00)(y) (4.44)
= {jg}; {min{Tq) (), G, (=, y)}}} (4.45)
- iEI{I'll?}.fT}{min{,u,-(xo),yi(y)}}. (4.46)
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Dieses Ergebnis entspricht genau der Fuzzy-Menge, die wir bei einem Mamdani-Fuzzy-
Regler fiir den Stellwert erhalten (vgl. Gleichung (4.2)). In diesem Sinne kann ein
Mamdani-Fuzzy-Regler auch auf der Basis von Relationalgleichungen begriindet wer-
den. Eine konsequentere Vorgehensweise im Hinblick auf die Losung von Relationalglei-
chungen stellt allerdings die Verwendung der Godel-Relation anstelle des kartesischen
Produkts dar, da fiir die Gédel-Relation der allgemeinere Satz 4.15 gilt, wahrend fiir
das kartesische Produkt nur der schwéchere Satz 4.17 erfiillt ist, der dem Satz 4.14 fiir
die Godel-Relation entspricht.

Wir haben mit Satz 4.15 sowohl ein Losbarkeitskriterium fiir Systeme von Relational-
gleichungen als auch eine Losung im Falle der Losbarkeit angegeben. Die angegebene
Losung ist die Relation g,. Das Losbarkeitskriterium besteht in der Bedingung, dafl
o, das System von Relationalgleichungen 16st. Eine leichter priifbare Bedingung wére
jedoch wiinschenswert. Diese konnte z.B. die sehr einschriankende Forderung der Dis-
junktheit der Fuzzy-Mengen 1, ..., i, sein, d.h., es muf} fiir alle i # j

min{ﬂia :u]} =0

gelten.

Die zentrale Rolle, die die Godel-Relation bei der Losung von Systemen von Rela-
tionalgleichungen spielt, hangt mit der Wahl des Minimumoperators in (4.40) fiir die
Konjunktion in (4.38) zusammen. Eine andere t-Norm T an dieser Stelle wiirde zu
einer anderen Fuzzy-Relation anstelle der Godel-Relation fithren. Die entsprechende
Fuzzy-Relation erhélt man, indem die Implikation in (4.41) durch das zu T gehorende
Residuum ausgewertet wird.

4.6 Erginzende Bemerkungen
und Quellenangaben

Neben einem historischen Abrifl der Entwicklung der Theorie und der Anwendungen
der Fuzzy-Regelung in den letzten beiden Jahrzehnten gehen wir in diesem Abschnitt
auch auf Anwendungsmoglichkeiten der in diesem Kapitel vorgestellten Konzepte und
Methoden ein. Als Beispiel wird die Implementierung eines Fuzzy-Reglers zur Leerlauf-
regelung eines PKW-Motors beschrieben.

4.6.1 Historische Entwicklung: Fuzzy-Regelung

Die erste Anwendung der Fuzzy-Regelung im Labormafistab, bei der ein Fuzzy-Regler
zur Steuerung einer Dampfmaschine sowohl die Warmezufuhr fiir die Dampferzeugung
als auch die Ventilstellung fiir die Dampfzufuhr regelt, wurde in [Mamdani75] beschrie-
ben. Implizit liegen dieser richtungsweisenden Arbeit einige von L.A. Zadeh entwickelte
Konzepte zugrunde [Zadeh72b, Zadeh73, Zadeh71b]. Diesen Ideen folgend wurde die
Fuzzy-Regeltechnik in [Kickert78, Braae79, Procyk79, Baldwin80, Tong80, Tong84,
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Hirota80] ausgearbeitet. Die erste grofitechnische Anwendung der Fuzzy-Regelung be-
stand in der Steuerung von Zementbrennprozessen [Holmblad82]. In [Sugeno85b] wur-
den spéter Prototypen von Fuzzy-Reglern fiir unterschiedliche Anwendungsgebiete vor-
gestellt. Der Durchbruch fiir Fuzzy-Techniken in Japan fand 1987 statt, als die U-
Bahn in Sendai in Betrieb genommen wurde, die vollautomatisch mit Fuzzy-Reglern
fahrt [Yasunubo83, Yasunubo85]. International wurden die Aktivitédten im Bereich der
»Fuzzy Logic* bekannt, als das japanische LIFE-Institut (Laboratory for International
Fuzzy Engineering Research) 1989 gegriindet wurde, das zur Hilfte vom japanischen
Ministerium fiir internationalen Handel und Industrie (MITI) und zur Halfte von 49
Industrieunternehmen vieler Branchen getragen wird. Die Arbeiten aus Japan erhoben
nicht den Anspruch, neue Konzepte aufzuzeigen, sondern wurden als Anwendung der
Theorien von L.A. Zadeh gesehen. Neu war, daf§ japanische Hersteller iiberwiegend
Hardware-Losungen wie Fuzzy-Chips oder Fuzzy-Computer genannte spezielle Mikro-
prozessoren verwendeten.

1990 wurde oft von erfolgreichen industriellen Anwendungen in Japan im Bereich
der Haushaltsgerédte wie Waschmaschinen, Camcorder und Staubsauger, aber auch in
Container-Hubkrénen, Aufziigen und Kraftwerken berichtet und erste, auch in Eu-
ropa giiltige Patente fiir Fuzzy-Computer wurden erteilt (offizielle deutsche Uberset-
zung in der Patentschrift: fusseliger Computer). Einige erfolgreiche Anwendungen wer-
den in [White92, Hirota93, Jamshidi93, Terano92, Kandel91, Munakata94, Asakawa94,
Kruse94] vorgestellt.

4.6.2 Fuzzy-Regelungstechnik

Fuzzy-Regelsysteme konnen auf zwei Arten interpretiert werden. Einmal wird Fuzzy-
Regelungstechnik aufgefafit als spezieller Typ eines Echtzeit-Expertensystems, das ei-
nen Teil des Wissens eines menschlichen Bedieners oder Verfahrenstechnikers durch
Situations-Handlungs-Regeln reprisentiert — in [Taunton89] findet man einen Uber-
blick experimenteller Anwendungen von Expertensystemen in der Proze3steuertechnik.
In diesem Buch verwenden wir die zweite Interpretation, die von Regelungstechnikern
bevorzugt wird: Ein Fuzzy-Regler ist ein nicht-lineares, zeit-invariantes, dynamikfreies
Riickkopplungsgesetz. In dieser Sichtweise ist das zu regelnde System ein nicht-fuzzy
System, ein Fuzzy-Regler gehort zur Klasse der nicht-linearen Regler (oft als tabellen-
basierte Regler bezeichnet), fiir die die Ubertragungsfunktion im Prinzip eine statische,
vieldimensionale, nicht-lineare Abbildung tiber den Raum der Reglereingaben ist (die-
ser Reglertyp wird in der Regelungstechnik oft dann verwendet, wenn alle anderen
Versuche, das Problem zu lésen, fehlgeschlagen sind [Pfeiffer93)).

In den zahlreichen Anwendungen der Fuzzy-Regelung dienen vor allem die Mam-
dani- [Mamdani75] und Sugeno-Fuzzy-Regler [Sugeno85a, Sugeno85¢c, Sugeno85d| als
Grundlage. Haufig werden auch Modifikationen dieser Regler entwickelt: Ein Uber-
blick iiber verschiedene Konzepte und Techniken der Fuzzy-Regelung ist in [Pedrycz93,
Driankov93, Klawonn95| enthalten.
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Zu Mif}verstéandnissen — insbesondere bei der Darstellung von Mamdani-Fuzzy-Reglern
— fiihrte héufig eine falsche Sichtweise, die einzelne Regeln im Sinne von logischen Im-
plikationen betrachtet und die Regelbasis als System konjunktiv verkniipfter Regeln
auffafit. Bezeichnungen wie Generalized Modus Ponens fiir den Minimum-Operator
tragen zur Verwirrung bei. Es ist durchaus moglich, Fuzzy-Regler auf der Basis ei-
ner Interpretation der Regeln als logische Implikationen zu entwerfen. Dies fiihrt aber
zu Berechnungsvorschriften, die von denen der Mamdani- und Sugeno-Fuzzy-Regler
abweichen. Eine Deutung der Regelbasis als possibilistisches Regelsystem, wie es im
Abschnitt 3.3 diskutiert wurde, hat die Verwendung der Godel-Implikation zur Folge, so
daB sich ein Fuzzy-Regler ergibt, der eher dem im Abschnitt 4.5 vorgestellten Entwurf
auf der Grundlage von Relationalgleichungen entspricht [Gottwald86a, Gottwald86b,
Gebhardt93b]. Eine streng logische Interpretation der Regeln ergibt einen Fuzzy-Regler,
dessen Entscheidungslogik auch eine scharfe Menge anstelle einer Fuzzy-Menge liefern
kann [Klawonn92b].

In Abschnitt 4.4 haben wir gezeigt, dal Fuzzy-Regler in das Gebiet der Interpolations-
und Approximationstheorie eingebettet werden kénnen [Klawonn93a, Klawonn93b]. In
diesem Zusammenhang sind theoretische Ergebnisse iiber Fuzzy-Regler von Bedeutung,
z.B. die der Arbeiten [Kosko92a| und [Buckley93b], in denen bewiesen wird, da8 durch
bestimmte Fuzzy-Regler jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge bis zu einem
beliebigen Grad an Genauigkeit angenéhert werden kann.

Gleichheitsrelationen, die die Grundlage des Abschnittes 4.4 bilden, werden ausfiihrlich
in [Hoh1e90, Hohle91, Coulon92, Hohle92] behandelt, wo auch verschiedene Verallgemei-
nerungen dieses Konzepts erdrtert werden, z.B. durch Ersetzung der Forderung nach
totaler Existenz oder durch Ersetzung des Einheitsintervalls durch andere Verbénde
(Heyting-Algebren, MV-Algebren, Boolesche Algebren [Hohle85, Klawonn92al).
Cleichheitsrelationen werden oft auch als Ahnlichkeitsrelationen (similarity relations)
[Zadeh71b] oder Ununterscheidbarkeitsoperatoren (indistinguishability operators)
[Valverde85, Jacas92] bezeichnet. Der Begriff Operator wird verwendet, da Gleichheits-
relationen als Fuzzy-Relationen wie im Abschnitt 4.5 aufgefafit werden. In diesem Sinne
148t sich fiir die t-Norm T ,;, die extensionale Hiille v einer Menge — oder allgemeiner
— einer Fuzzy-Menge p beziiglich der Gleichheitsrelation E mittels v = p o E berech-
nen. Ein Resultat der Aufsitze [Valverde85, Jacas92| ist, daf die Gleichheitsrelation
(4.19) die Extensionalitét aller Fuzzy-Mengen einer Familie (y;),., garantiert. Satz 4.8
verscharft dieses Ergebnis dadurch, dafl die Fuzzy-Mengen p; sogar als Singletons in-
terpretiert werden konnen, wenn die dort geforderte Voraussetzung erfiillt ist.

Betrachtet man Gleichheitsrelationen als Ununterscheidbarkeitsoperatoren, fithrt diese
Sichtweise zu Fuzzy-Relationalgleichungen. Der Begriff der Fuzzy-Relationalgleichung
fir die in  (4.40)  beschriebene Max-Min-Komposition stammt von E. Sanchez
[Sanchez76]. Dieser Gleichungstyp wurde fiir endliche Mengen in [Czogala82] ausfiihr-
lich diskutiert und in [Gottwald86a, Gottwald86b] analysiert. [Nola89, Nola83] be-
schreiben umfassend diese Theorie sowie Verallgemeinerungen fiir andere Relational-
gleichungstypen. Eine ausfiihrliche Darstellung des Zusammenhangs zwischen Fuzzy-
Relationen und Fuzzy-Regelung findet sich in [Pedrycz93].
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4.6.3 Realisierung von Fuzzy-Reglern

Das Ziel eines Lehrbuches besteht vor allem darin, die grundlegenden Konzepte einer
Theorie oder eines Modells zu vermitteln. Wir haben daher in Kapitel 4 vor allem
Wert darauf gelegt, die Idee der kognitiven Analyse eines Prozesses, die elementaren
Fuzzy-Regler von Mamdani und Sugeno und die Semantik von Fuzzy-Reglern auf der
Basis von Gleichheitsrelationen oder Fuzzy-Relationalgleichungen darzustellen. Zu den
pragmatischen Aspekten beim Entwurf und der Realisierung eines Fuzzy-Reglers geben
wir hier nur einige Hinweise.

Soll ein regelungstechnisches Problem mit Hilfe eines Fuzzy-Reglers gelost werden, so
miissen die vorgestellten Konzepte nicht unbedingt eigensténdig implementiert werden.
Es werden inzwischen von verschiedenen Firmen Entwurfswerkzeuge angeboten, die
die Realisierung eines Fuzzy-Reglers unterstiitzen. Unter einer graphischen Oberfldche
oder mit Hilfe eines Texteditors kénnen bei diesen Tools sowohl Regeln und Fuzzy-
Mengen eingegeben und verédndert als auch — bei einigen Programmen — ein geeigneter
Inferenzmechanismus der Entscheidungslogik ausgewéhlt werden. Manche enthalten
einen Simulator, andere verfiigen iiber entsprechende Schnittstellen. Als Resultat erhélt
man bei einer reinen Softwarelosung den Fuzzy-Regler in Form von C-; PASCAL-,
ADA- oder FORTRAN-Code. Andere Entwicklungswerkzeuge ermoglichen direkt die
Programmierung spezieller Fuzzy-Hardware, die eine sehr schnelle Durchfiihrung der
Operationen verspricht.

Der Vorteil solcher Systeme besteht darin, dafl eine komfortable Umgebung zur schnel-
len Realisierung eines Fuzzy-Reglers bereitgestellt wird, die eine aufwendige Eigenent-
wicklung erspart. Ob sich der Kauf rentiert, hiingt vom Einzelfall ab. Ein Nachteil ist
sicherlich die z.B. durch sehr eingeschrinkte Formen von Fuzzy-Mengen (Dreiecksfunk-
tionen, Trapeze) oder vereinfachende Defuzzifizierungsstrategien oft geringe Flexibilitét
der Produkte.

Soll eine eigene Implementierung vorgenommen werden, miissen Kompromisse zwischen
aufwendigen, flexiblen Modellen und einfachen, aber schnellen Realisierungen getroffen
werden. In den meisten Fillen ist es sinnvoll eine geeignete Diskretisierung sowohl in
Ordinatenrichtung fiir die Zugehorigkeitsgrade als auch in Abzissenrichtung fiir die
Werte der Megréfien und der Stellgrofle vorzunehmen.

Fiir die Implementierung Fuzzy-Reglers mit Echtzeitanforderungen bieten sich drei
Moglichkeiten an.

e Die Berechnungen der Entscheidungslogik werden auf der Grundlage geeigneter
Hardware direkt ausgefiihrt. Dies fithrt zu hohen Anforderungen an die Rechen-
leistung, dafiir wird aber nur eine geringe Speicherkapazitéit benotigt.

e Das durch den Fuzzy Regler induzierte Kennfeld, d.h. die Ubertragungsfunktion,
wird vorberechnet und gespeichert, so dal um den Preis eines hohen Speicher-
aufwands keine grofie Rechnerleistung erforderlich ist.
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e Als Kompromify zwischen den beiden erstgenannten Losungen kann die Rela-
tionsmatrix, die wie am Ende des Abschnitts 4.5 angegeben zu berechnen ist,
abgespeichert werden.

Eine effiziente Implementierung eines Fuzzy-Reglers setzt voraus, daf§ die verwende-
ten Operationen einfach und schnell ausfiithrbar sind. Beliebige Fuzzy-Mengen anstelle
stiickweise linearer Zugehorigkeitsfunktionen oder ander ¢-Normen und ¢-Conormen
als das Minimum bzw. das Maximum fiithren oft zu aufwendigen Berechnungen, so
dafl moglicherweise nicht mehr den Anforderungen an die Reaktionszeiten geniigt wer-
den kann. Haufig wird auch eine Modifikation der Schwerpunktsmethode zur Defuz-
zifizierung verwendet. Anstelle der rechenintensiven Gleichung (4.3) bzw. der im Ab-
schnitt 4.3.6 angegebenen Version fiir diskrete Mengen bestimmt man die Abzissen-
werte der Schwerpunkte y,. der Fuzzy-Mengen pu,. fiir die Stellgrofle in der Regel R,
im voraus und bildet anschliefend das mit den Erfiillungsgraden c,. der Pramissen der
zugehorigen Regeln gewichtete Mittel.

k
> Yy
n & =l ,  wobei
>
r=1
def 1
Yr = fu(y)dy/ym(y)dy bzw.
yey " yey
def 1
Yr = 723//%(9)-
y;y/"t’l’(y) yey

Die Defuzzifizierung ist ein prinzipielles Problem der Fuzzy-Regelungstechnik, das in
den meisten Féllen auf vollig heuristischer Grundlage gelost wird. In letzter Zeit wur-
den einige Defuzzifizierungsmethoden, die Methoden wie COG und MOM verallge-
meinern, vorgeschlagen [Yager93a, Yager93b|. Einige Defuzzifizierungsstrategien sind
sogar durch Patente geschiitzt [Frank93]. Dennoch bleibt die Defuzzifizierung ein heu-
ristisches Gebiet, obwohl einige Autoren Bedingungen formuliert haben, die von jeder
sinnvollen Defuzzifizierungsmethode erfiillt werden sollten [Driankov93, Runkler93|.

Insgesamt sollte man die hier vorgestellten Konzepte nur als Grundlagen und nicht
als Vorschriften verstehen. Wir haben z.B. aus Griinden der Vereinfachung fast immer
vorausgesetzt, dal in der Pramisse einer Regel alle Megrofien &, .. ., &, auftauchen. In
Anwendungen kann jedoch der Fall eintreten, dafl fiir bestimmte Bereiche einiger Mef3-
groflen der Wert der anderen Mefigréfien fiir die Bestimmung der Stellgréfie belanglos
ist. In diesem Fall ergeben sich einige Regeln, in denen nur die fiir diese Regel rele-
vanten MeBgroflen auftreten. Es ist ebenfalls moglich, neben der Und-Verkniipfung in
den Regeln auch Konnektive wie Disjunktion oder Negation mit entsprechenden Aus-
wertungsfunktionen zuzulassen. Desweiteren kann dem Fuzzy-Regler auch ein I-Glied
nachgeschaltet werden, so daf§ die Ausgabe des Fuzzy-Reglers nicht die Stellgréfle selbst,
sondern nur deren Anderung beschreibt.
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Nach dem Rohentwurf eines Fuzzy-Reglers sind im allgemeinen noch Feineinstellungen
und Optimierungen vorzunehmen. Soll diese Optimierung nicht manuell durchgefiihrt
werden, sind geeignete automatische Verfahren bereitzustellen. Hierfiir bieten sich Neu-
ronale Netze an, die das Erlernen einer optimalen Regelungsstrategie unterstiitzen
kénnen. Im Rahmen dieses Buches geben wir nur einige Hinweise zu den zahlreichen
Vorschldgen zur Kopplung von Fuzzy-Reglern und Neuronalen Netzen. Details finden
sich in der Monographie [Nauck94].

Die einfachste Mdoglichkeit, Neuronale Netze zur Verbesserung eines Fuzzy-Reglers ein-
zusetzen, besteht in dem Erlernen bestimmter Parameter des Reglers durch ein Neuro-
nales Netz. Werden beispielsweise die Fuzzy-Mengen in parametrisierter Form angege-
ben, kann ein Neuronales Netz diese Parameter optimieren und somit die zu den lingui-
stischen Termen korrespondierenden Fuzzy-Mengen erlernen [Ichihashi9l, Nomura92a).
Andere Ansétze lassen beliebige Fuzzy-Mengen zu und erlernen den Erfiillungsgrad
der Pramisse einer Regel mit einem Multilayer Perzeptron [Hayashi92, Takagi9la,
Takagi9lb] durch geeignetes Clustering. Techniken der Fuzzy-Cluster-Analyse in Ver-
bindung mit Neuronalen Netzen [Bezdek92b] werden auch in [Kosko92b] verwendet.

Bei der Kombination von Fuzzy-Reglern und Neuronalen Netzen mufl nicht unbedingt
eine strenge Trennung zwischen dem Regler und dem Netz vorgenommen werden. Eine
solche Trennung bedeutet, dafl das Neuronale Netz dafiir eingesetzt wird, bestimmte
Paramter oder Teile des Fuzzy-Reglers zu erlernen. H.R. Berenji [Berenji92| stellt eine
spezielle Architektur eines Neuronalen Netzes vor, die ermoglicht, das Neuronale Netz
als Fuzzy-Regler zu interpretieren. Umgekehrt gibt es Ansétze, einen Fuzzy-Regler
als Neuronales Netz zu interpretieren [Eklund92b, Nauck92a, Nauck92b, Nauck93].
Vorschldge zur Kopplung von Neuronalen Netzen und Fuzzy-Systemen im allgemeinen
findet man z.B. in [Eklund92a, Keller92a, Keller92b|, fiir Mustererkennungsprobleme
in [Pao89.

Zur automatischen Optimierung von Fuzzy-Reglern lassen sich neben Neuronalen Net-
zen auch Genetische Algorithmen einsetzen, mit denen beispielsweise (parametrische)
Fuzzy-Mengen [Karr89, Karr92a, Karr92b, Karr92c, Nomura92b, Quian92, Lee93]
[Kinzel94a], die Anzahl der Regeln [Karr91, Hopf94, Kinzel94b] oder auch eine ge-
eignete Fuzzy-Relation im Sinne des Abschnittes 4.5 [Pham91] erlernt werden konnen.

Aus der Sicht der Regelungstechnik sind die in diesem Buch untersuchten Fuzzy-Regler
regelbasierte Regler. Um mit Regeln darstellen zu kénnen, die angeben, wie ein Experte
das System beherrscht, mufl man einen entsprechend grofien, vollsténdigen und wider-
spruchsfreien Satz von Regeln aufstellen, der oft schwer zu iiberschauen und zu warten
ist. Dies hat sich schon bei der Entwicklung regelbasierter Systeme in der Kiinstli-
chen Intelligenz (KI) als kompliziertes Problem herausgestellt. Auerdem arbeitet ein
Fuzzy-Regler nur als reiner (nichtlinearer) Proportionalregler seiner Eingangsgrofien.
Um die Regelung von zeitlichen Veranderungen seiner Regelgrofle abhéingig zu machen,
mufl man einen Differenzierer auflerhalb des Fuzzy-Reglers vorschalten und die zeitliche
Veranderung als weitere Eingangsgrofie auffassen.

Im Gegensatz zu den verschiedenen klassischen Regeltechniken gibt es fiir Fuzzy-
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Regler nur wenige Methoden die Stabilitdt garantieren oder mit denen man auf Sta-
biltdt priifen kann. Existiert jedoch kein mathematisches Modell wegen nicht aus-
reichend genauer Sensorinformationen, der Komplexitidt und der Kopplungsstruktur
des Systems, des verdnderlichen Prozefverhaltens oder wegen Schwierigkeiten beim
Vorhersagen der Dynamik des Systems, dann ist weder fiir klassische regeltechnische
noch fiir Fuzzy-Methoden eine Stabilitatspriifung moglich. In der Praxis geschieht die
Uberpriifung dann oft durch Simulationen und massives Testen. Falls ein lineares Sy-
stemmodell existiert, kann ein guter Regler systematisch auf der Basis klassischer
Methoden (z.B. PID-Regler) entworfen werden. Das gleiche gilt zum Teil auch fir
nicht-lineare Modelle [Isermann92], aber Untersuchungen wie [Boverie91, Boverie92],
in denen Fuzzy-, PID-, und adaptive Regler durch einen Benchmarktest verglichen
wurden, zeigen, dafl es oft sehr gute Griinde gibt, dennoch Fuzzy-Regler einzusetzen
[Pfeiffer93]. Fiir einfache Félle gibt es sogar schon Methoden zur Stabilitétspriifung
(z.B. [Bouslama92, Tanaka92, Hwang92, Driankov93, Kiendl93]), aber es muf} festge-
stellt werden, dafl immer noch ein Mangel an systematischen Entwurfsmethoden fiir
Fuzzy-Regler besteht. Der Einsatz eines Fuzzy-Reglers bietet sich an, wenn

e kein zufriedenstellendes Modell des zu regelnden Prozesses existiert oder

e cin solches Modell nur mit (zu) hohem Aufwand erstellt werden kann,

ein Experte jedoch in der Lage ist, statt eines Prozefmodels sein Wissen in Form von
linguistischen Regeln anzugeben, wie dies bei einem Zementbrennofen [Holmblad82]
oder in unserem im folgenden Abschnitt dargelegten Fallbeispiel moglich ist.

Fuzzy-Regelung kann auflerdem angewendet werden fiir unkomplizierte, robuste techni-
sche Prozesse, fiir die keine besonders hohen Qualitdtsanforderungen bestehen und fiir
die billige Standard-Hardwarelosungen (z.B. Fuzzy-Chips) verwendet werden kénnen,
etwa im Falle von Haushaltsgerdten wie Staubsaugern. Fuzzy-Methoden fiihren in sol-
chen Anwendungen oft zu einer Zeitersparnis bei der Entwicklung des Reglers.

4.6.4 Fuzzy-Regelung der Leerlaufdrehzahl
eines PKW-Motors — Eine Implementierung

Die in diesem Kapitel vorgestellten Konzepte und Methoden der Fuzzy-Reglung wurden
in einer Kooperation zwischen dem Institut fiir Betriebssysteme und Rechnerverbund
der TU Braunschweig und der Volkswagen AG Wolfsburg auf das Problem der Leer-
laufdrehzahlregelung des VW 2000cc 116hp Motors (Golf GTI) angewandt. Es stellte
sich heraus, dafl Fuzzy-Methoden zu einen einfacheren Entwurf und einer besseren
Regelqualitat gegeniiber dem vorhandenen Serienregler fiihren.

Das Motiv fiir diese Anwendung war, dafl die in den letzten Jahren verschérften An-
forderungen an die Reduzierung von Kraftstoffverbrauch und Schadstoffemission bei
Kraftfahrzeugmotoren auch zu einer Absenkung der Leerlaufdrehzahl zwangen. Bei der
Regelung der Leerlaufdrehzahl ist zu beachten, dafl das Einschalten motorbelastender



224 Kapitel 4. Fuzzy-Regelung

Luft-Bypass zur
vom Luftfilter Drosselklappe LFR-Steller

[N N
Luftmengenmesser - ] @
o I
[N N}

VN Stoncrgerst
A |
ﬁ 1 1

Stauklappe

Kompensations-

klappe zur
Schwingungs- @ Q @ Q

démpfung zu den Einlafiventilen

Abbildung 4.16: Prinzip der Leerlaufdrehzahlregelung

Komforteinrichtungen wie Klimaanlage oder Servolenkung bei verminderter Solldreh-
zahl zu kritischen Drehzahlabféillen fithren kann, die eine duflerst flexible Regelung
erfordern.

Konventionelle Regelungstechnik fithrte bisher wegen Schwierigkeit der Regelstrecke
(verursacht z.B. durch die Totzeit des Motors nach einer Fiillungsénderung sowie die
mangelnde Qualitét der Drehzahlinformation) zu komplexen, schlecht {iberschaubaren
Losungen mit teilweise unbefriedigenden Ergebnissen. Es lag daher nahe, innerhalb der
Kooperation einen anderen Weg zu beschreiten. Es wurde nicht versucht, ein moglichst
detailliertes physikalisches Modell des zu regelnden Prozesses zu finden, sondern einen
Fuzzy-Regler zu entwerfen und zu implementieren.

Grundlagen der Leerlaufdrehzahlregelung

Man unterscheidet zwei Arten der Leerlaufdrehzahlregelung: die Ziindwinkelregelung
und die Fillungsregelung. Bei dem entwickelten Fuzzy-Regler wurde aus Effizienzgriin-
den nur die Fiillungsregelung unter Beibehaltung der Ziindwinkelregelung des Serien-
fahrzeuges realisiert.

Das Prinzip dieser Regelung ist in Abbildung 4.16 dargestellt. In einem Bypass zur
Drosselklappe befindet sich der LER-Steller zur Leerlauffiillungsregelung, welches den
Querschnitt des Bypasses bei Bedarf verdndert. Am betrachteten Fahrzeug kann im
Leerlauf ein plotzlicher Drehzahlabfall beispielsweise durch folgende Belastungen aus-
gelost werden:

- Zuschalten elektrischer Aggregate, die den Motor iiber den Drehstromgenerator
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belasten,
- Zuschalten der Klimaanlage, die den Motor iiber einen Kompressor belastet,

- Aktivieren der Servolenkung; hierbei wird der Motor iiber die Hydraulikpumpe
belastet.

Die Fiillungsregelung hat die Aufgabe, den Drehzahlabfall durch VergroBlern des Quer-
schnittes so zu kompensieren, dafl die Drehzahl so schnell und genau wie méglich wieder
den Sollwert erreicht.

Eines der Hauptprobleme ist das ohnehin geringe Drehmoment bei einer geringen Dreh-
zahl, so daBl in Extremsituationen (z.B. kombiniertes Zuschalten von Klimaanlage und
Servolenkung) schnell eintretende starke Drehzahleinbriiche die Folge sind. Deswei-
teren wird am vorliegenden Aggregat die Drehzahl aus dem Hallsignal ermittelt, d.h.,
durch Fertigungstoleranzen, Zahnflankenspiele und Torsionsschwingungen ergeben sich
Drehzahldifferenzen bis zu £30 rpm, so dafl mit einer relativ schlechten Drehzahlin-
formation gearbeitet werden mufl. Ein weiteres Problem ist die Vielzahl stochastischer
Storprozesse, wie verschleppte Verbrennungen oder Streuungen im Ziind- bzw. Ein-
spritzsystem, da ein Fiillungsregler auf Drehzahlabweichungen dieser Ursache nicht zu
stark, in manchen Féllen iiberhaupt nicht reagieren darf, um das System nicht zum
Schwingen anzuregen. Das schwerwiegendste Problem jedoch ist die Totzeit der Regel-
strecke. Bei einer Anderung der Fiillung dauert es ca. 10 Ziindungen, bis der Motor
sein verdndertes Drehmoment abgibt (Gaslaufzeiten).

Entwicklung des Fuzzy-Reglers

Um die angesprochenen Schwierigkeiten zu bewéltigen, wurde beim Entwurf des Fuzzy-
Reglers zur Fiillungsregelung zwei Regler miteinander kombiniert. Den Kern bildet ein
auf der mathematischen Grundlage der Gleichheitsrelationen konstruierter Mamdani-
Fuzzy-Regler (MFC), der in einen , Meta-Regler* eingebettet ist.

Der Fuzzy-Regler ist extern auf einem Laptop in C implementiert. Die Anbindung ge-
schieht iiber das Steuergerit des Motormanagementsystems. Als Eingabegréfien werden

die Drehzahl DRZ0_LO, die Solldrehzahl LFRSDRZ und ein Statusflag dKLIMA der
Klimaanlage (on/off) verarbeitet.

Der Stromwert LFRSTREI fiir den LFR-Steller dient als Sollgréfie. Der Meta-Con-
troller besteht im wesentlichen aus drei Komponenten: der Datenaufbereitung, der
Zustandserkennung (mit MFC-Aktivierung) und der Regelbereichsbegrenzung. Die Da-
tenaufbereitung sorgt durch Mittelung der verrauschten Daten fiir auswertbare Dreh-
zahlinformationen. Die Zustandserkennung aktiviert bei Bedarf den MFC, so dafl ein
neuer Stellwert berechnet wird. Dazu werden sowohl die aufbereiteten als auch die Ori-
ginaldaten verarbeitet. Dem MFC ist eine Regelbereichsbegrenzung als Sicherheitsstufe
nachgeschaltet. Beim Einschalten der Klimaanlage wird durch die MFC-Aktivierung
statt eines berechneten Stellwertes ein Vorsteuerwert ausgegeben.
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Abbildung 4.17: Aufbau des Fuzzy-Reglers

Die Eingabevariablen (MeSwerte) des MFC sind die Drehzahlabweichung dDRZ und
der Drehzahlgradient gDRZ, die Ausgabevariable (Stellgrofie) ist die Anderung des
LFR-Stromes dLFRSTR. Die Center-of-Gravity-Strategie dient zur Defuzzifizierung.
Abbildung 4.18 zeigt das durch den MFC induzierte Kennfeld.

Umsetzung des Konzepts der Gleichheitsrelation
Als Mefigrofen fiir den Fuzzy-Regler auf der Basis von Gleichheitsrelationen wurden

e die Abweichung dDRZ von der Solldrehzahl in Umdrehungen pro Minute und

e die Anderung gDRZ der Drehzahl zwischen zwei Ziindungen ebenfalls in Umdre-
hungen pro Minute

gewihlt. Bei der Analyse der Regelstrecke stellte sich heraus, dal dDRZ Werte aus dem

Intervall QPR%) — [-70,70] und gDRZ Werte aus dem Bereich QEPR2) — [—40, 40]
annehmen kann. Die Stellgréfle dLFRSTR. gibt die Anderung des Leerlauffiillungsre-
gelungstromes an. dLFRSTR kann Werte aus der Menge Q(ILFRSTR) — [_95 951 an-

nehmen. Aus technischen, durch die Stelleinrichtungen bedingten Griinden entspricht
eine Einheit der Grofle dLFRSTR, 3.125 nA.

Die Gleichheitsrelationen FEqprz, Egprz und FEgarrrsTr auf QUADRZ) ()(eDRZ)

QULFRSTR) wyrden wie in Beispiel 4.4 durch Angabe von integrierbaren Funktionen
cy 1 QW — RE (wobei v € {dDRZ, gDRZ, dLFRSTR}) festgelegt. Die Mengen Q)
wurden in geeignete Bereiche eingeteilt, fiir die jeweils ein konstanter Skalierungs- oder
VergoBerungsfaktor bestimmt wurde. Die relativ geringe Genauigkeit der Drehzahl-
messung lie} es sinnvoll erscheinen, in den Bereichen um den Wert 0 bei allen Grofien
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dLFRSTR

Abbildung 4.18: Kennfeld des MFC

keine Unterscheidung vorzunehmen. Sonst hétten geringe Abweichungen aufgrund von
MeBungenauigkeiten stéindig zu unnotigen Regelungsaktionen gefithrt. Im einzelnen
wurden die Funktionen ¢, wie folgt gewéhlt:

%, falls —70 <z < —30
%, falls —30<z< -2
caprz : QEPRZ) _, ]Rar, r—< 0, fals —-2<z< 2
%, falls 2<z< 30
%, falls << 70
3—13, falls —40<z < -7
0, falls —-7<z< —4
1, falls —-A4<zr< -2
CgDRZ : ((sPRZ) _, IRg, r—< 0, falls —-2<z< 2
1, falls 2<zz< 4
0, falls 41<r< 7
L falls T<x< 40

w
w
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¢DRZ
| o] 40| 6] 3] O[] 3] 6
—70] 20] 15] 15] 10] 10] 5] 5
—50] 20| 15| 10| 10| 10| 5
—30] 15| 10] 5| 5| 5| 0] 0
o 5] 5] 0] 0] o0|-10] -5
30 0] 0] 0] —5| —5|-10]—-15
50 0] —5| —5]—10] —15| —15| —20
70| —5| 5| —10| —15 | —15 | —15 | —15

dDRZ

Tabelle 4.7: Die partielle Abbildung ¢, zur Regelung der Leerlaufdrehzahl

falls —25 <x < —20
falls —20<zxz < -5
falls —-5H<z< -1
falls —-1<zx<

falls 1<z < 5
falls h<r< 20
falls 20 <z < 25.

C4LFRSTR QUILFRSTR) _, ]R(J)r y L

O vl = vO = o O

Fiir den Fuzzy-Regler wird neben den Gleichheitsrelationen noch eine partielle Abbil-
dung g : QUPRZ) » OEDRZ) _, OLFRSTR) henstigt, die bestimmten MeBtupeln einen
geeigneten Stellwert zuordnet. Auf der Grundlage von Messungen am Versuchsmotor
ergab sich die partielle Abbildung o wie in Tabelle 4.7 beschrieben.

Mit Hilfe der Gleichheitsrelationen und der partiellen Abbildung g 1d8t sich ein
Fuzzy-Regler konstruieren, der, wie im Abschnitt 4.4.1 beschrieben, fiir das Meftu-
pel (z,2') € QUPRZ) x OEPRZ) die Fuzzy-Menge [Lgi’x/) (vgl. (4.10)) von QILFRSTR)
als Ausgabe liefert. Um aus dieser Fuzzy-Menge einen konkreten Wert zu ermitteln,
wurde die Defuzzifizierungsstrategie COG angewendet. Die so erhaltene Abbildung ist
nicht extensional. Es existiert keine extensionale Forsetzung ¢ der partiellen Abbildung
©vo. Um dies einzusehen, betrachten wir die MeBwerte dDRZ = 15 und gDRZ = 40.
Vergleichen wir diese Werte mit dem MeBtupel (0, 40), ergibt sich ein Gleichheitsgrad
von
min {EdREV(157 O), EgREV(407 40)} = EdREV(157 0) = 05

so dafl im Falle der Extensionalitat

Earrstr (p(15,40),¢(0,40)) = Earrrstr (©(15,40), ¢0(0,40))

= FEaurrstr (©(15,40), —5)
> 0.5
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| [ [ ng [ o [ ok [N [ ok [ pm [ s [ r]
((dDRZ) ~| =70 | =50 -=30| 0]30| 50|70 | -
()(eDRZ) | —40| =5| =3] 0| 3| 5|40 -

QULFRSTR) || _90 | —15 | —10| —=5| 0| 5| 10| 15|20

Tabelle 4.8: Die zu den durch die Werte induzierten Singletons assoziierten linguisti-
schen Terme

folgt. Das bedeutet, daf§ ¢(15,40) € [—7.5, —2.5] gelten mufl. Ersetzen wir das Mefitupel
(0,40) durch das Tupel (30,40), erhalten wir ebenfalls einen Gleichheitsgrad von 0.5
zu dem Tupel (15,40). Hieraus kénnen wir analog

EdLFRSTR (@(15, 40), (,0(30, 40)) = EdLFRSTR ((,0(15, 40), —15) Z 0.5

und somit ¢(15,40) € [-17.5, —12.5] schlieBen, was zu einem Widerspruch fiihrt.

Der Fuzzy-Regler auf der Basis von Gleichheitsrelationen 148t sich im Sinne des Ab-
schnitts 4.4.2 in einen Mamdani-Fuzzy-Regler iibersetzen. Fiir die Partitionierungen
der Mengen QUIPRZ) QDRZ) yypd QULFRSTR) verwenden wir dazu die Fuzzy-Mengen,
die durch die bei der Abbildung auftretenden Werte als Singletons induziert werden.
Jeder dieser Fuzzy-Mengen ordnen wir einen linguistischen Term der Art negativ riesig
(nr), negativ grof (ng), negativ mittel (nm), negativ klein (nk), ungefihr Null (ulN),
positiv klein (pk), positiv mittel (pm), positiv grol (pg) bzw. positiv riesig (pr) zu. Ta-
belle 4.8 zeigt die Zuordnung der Werte zu den linguistischen Termen fiir die Variablen
dDRZ, gDRZ und dFLRSTR.

Abbildung 4.19 veranschaulicht die durch diese Fuzzy-Mengen definierten Partitionie-
rungen.

Fiir den Mamdani-Fuzzy-Regler muf3 die partielle Abbildung ¢y in linguistische Regeln
der Form

if dDRZ is A and gDRZ is B then dLFRSTR is C.

iibersetzt werden. Tabelle 4.9 gibt die Regeln schematisch nach dem Muster von Ta-
belle 4.7 wieder.

Vergleich des Fuzzy-Reglers mit dem Serienregler

Die folgenden Abbildungen zeigen in direktem Vergleich das Verhaltens beider Reg-
ler im Falle einer Belastung durch Servolenkung bzw. Klimaanlage. Ein Melpunkt
entspricht einer Ziindung, d.h. der Zeit fiir 180°-Kurbelwinkel. LFRSTRAUS bzw.
LFRSTREI stellen jeweils den zeitlichen Verlauf der Ausgabe des Serienreglers bzw.
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Abbildung 4.19: Die Partitionierungen der Mengen Q(IPR%)  Q&PRZ) "y QALFRSTR)

gDRZ
[ ng [nm][ nk|uN| pk|pm]| ps |
ng | pr | pg | pg | pm|pm| pk | pk
nm | pr | pg | pm | pm | pk | pk | uN
k| pg | pm| pk | pk | uN | uN | uN

dDRZ |2
uN | pk | pk | uN | uN | uN | nm | nk
pk || uN | uN | uN | nk | nk | nm | ng
pm || uN | nk | nk | nm | ng | ng | nor

pg || nk | nk | nm| ng | ng | ng | ng

Tabelle 4.9: Die Regeln fiir die Regelung der Leerlaufdrehzahl
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des Fuzzy-Reglers dar. Abbildungen 4.20 und 4.21 zeigen das Verhalten beim Akti-
vieren der Servolenkung, Abbildungen 4.22 und 4.23 das Verhalten beim Zuschalten
der Klimaanlage. Das Drehzahliiber- und -unterschwingen bei Zu- bzw. Abschalten der
zusétzlichen Belastung ist wegen der Totzeit des Motors nicht vollstdndig zu vermeiden.

Der Fuzzy-Regler weist, verglichen mit dem Serienregler, ein sehr ruhiges Regelver-
halten auf. Aulerdem 148t sich ein genaues und schnelles Erreichen der Sollvorgabe
und eine sehr grofle Stabilitdt auch bei langsam steigender Belastung erkennen. Die
Drehzahl zeigt selbst nach starken Belastungsénderungen keine Schwingungen. Weite-
re Vorteile der Verwendung eines Fuzzy-Reglers liegen in der guten Zustandstrennung,
der einfachen Abstimmbarkeit und der kurzen Entwicklungszeit.
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Abbildung 4.20: Servolenkung mit Serienregler

Abbildung 4.21: Servolenkung mit Fuzzy-Regler
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Abbildung 4.22: Klimaanlage mit Serienregler

Abbildung 4.23: Klimaanlage mit Fuzzy-Regler
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Abbildung 4.24: Die Partitionierungen der Mengen X, X5 und Y

&1
neg | uN | pos
neg | neg uN
& | uN ulN
pos | uN pos

Tabelle 4.10: Die Regelbasis fiir den Mamdani-Fuzzy-Regler

4.6.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1 Wir betrachten einen Mamdani-Fuzzy-Regler mit den zwei Mefgrofien
& € Xy =[-1,1) und & € Xy = [—1,1] und der Stellgroie n € Y = [—1,1]. Die
Partitionierungen der Mengen X, X5 und Y sind in Abbildung 4.24 dargestellt. Die
Regelbasis ist in Tabelle 4.10 angegeben.

(a) Berechnen Sie fiir die folgenden Mefitupel (£;,&2) den Stellwert 7, der sich bei
der Defuzzifikationsstrategie COG ergibt.

(51752) € {(07 0)7 (17 1)? (17 0)7 (07 1)7 (_17 O>7
(0.25,0.5), (—0.25,0.5), (0.75,0.75)}

(b) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion ¢ : X; x X, — Y, die durch die
Defuzzifizierungsstrategie MOM induziert wird.

(c) Zeigen Sie, daB die in Abbildung 4.24 angegebene Partitionierung die Bedingung
(i) des Satzes 4.8 beziiglich der ¢t-Norm Ty, erfillt. Wie lautet die durch diese
Partitionierung induzierte Gleichheitsrelation £, die durch die Gleichung (4.24)
bestimmt wird? Ubersetzen Sie die Regelbasis in eine partielle Funktion von
X1 x X5 nach Y, indem Sie die Fuzzy-Mengen als Singletons beziiglich der Gleich-
heitsrelation F auffassen.
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&1 &2 n

neg | uN | —0.5&; +0.26, 4+ 0.1
ulN | neg 0.3& — 0.3&
uN | uN 0.1& + 0.1&
ulN | pos | 0.3& +0.4& — 0.2
pos ulN —0.551 — O5§2

Tabelle 4.11: Die Regelbasis fiir den Sugeno-Fuzzy-Regler

(d) Die Fuzzy-Mengen aus Abbildung4.24 kénnen als Singletons beziiglich der Gleich-
heitsrelation E,(x,z') = 1 — min{|z — 2’|,1} interpretiert werden. Die Regel-
tabelle 4.10 148t sich dann wie im Aufgabenteil (c) in eine partielle Funktion
iibersetzen. Soll die Ubertragungsfunktion ¢ : X; x X, — Y eine extensionale
Fortsetzung dieser partiellen Funktion sein, so muf3 der Stellwert n € Y zu einem
MeBtupel (£1,&) € X; x Xy aus der in (4.16) definierten Menge stammen. Be-
rechnen Sie diese Menge fiir die Mefltupel aus dem Aufgabenteil (a). Zeigen Sie,
dafl die Funktion

1
p: X1 x Xo =Y, (x1,79) — §(x1 + z5)
eine extensionale Fortsetzung der durch die Regelbasis induzierten partiellen
Funktion ist.

Aufgabe 4.2 Wir betrachten einen Sugeno-Fuzzy-Regler mit denselben Mef3- und
Stellgroflen wie in Aufgabe 4.1. Die Partitionierungen der Mengen X; und X, sei-
en wie in Abbildung 4.24 beschrieben vorgegeben. Die Regelbasis zeigt Tabelle 4.11.
Berechnen Sie den jeweiligen Stellwert fiir die MeBtupel aus Aufgabe 4.1(a).

Aufgabe 4.3 Bestimmen Sie Gleichheitsrelationen beziiglich der t-Norm Ty, so dafl
sich die in Abbildung 4.12 dargestellten Fuzzy-Mengen als Singeletons interpretieren
lassen. Definieren Sie die Gleichheitsrelationen mittels einer ,, Lupenfunktion® ¢ wie im
Beispiel 4.4.
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‘ a b c

| 1.0 0.6 0.2
s | 0.0 0.8 1.0
1z 109 0.1 0.0

Tabelle 4.12: Drei Fuzzy-Mengen von X

W
vy | 1.0 04
vy | 0.6 1.0
v3 109 0.5

Tabelle 4.13: Drei Fuzzy-Mengen von Y

Aufgabe 4.4 Es sei X = {a,b,c}, Y = {y, z}. Die Fuzzy-Mengen 1, o, 13 von X
und vy, 5, v3 von Y sind in Tabelle 4.12 bzw. 4.13 angegeben.

(a) Zeigen Sie, dafl das System der beiden Relationalgleichungen v; = p;00 (i = 1,2)
16sbar ist und geben Sie die grofite Fuzzy-Relation, die das System 16st, an. Liefert
die durch die Gleichung (4.43) definierte Fuzzy-Relation ebenfalls eine Losung?

(b) Beweisen Sie, dafi das System v; = u; 0 o (i = 1,2,3) von Relationalgleichungen
keine Losung besitzt.
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