Hopfield-Netze
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Hopfield-Netze

Ein Hopfield-Netz ist ein neuronales Netz mit einem Graphen G = (U, C), das die
folgenden Bedingungen erfullt:

<i> Uhidden:@7 Uin = Uoyt = U,
(i) C=UxU —{(u,u) |ueU}.

e [n einem Hopfield-Netz sind alle Neuronen sowohl Eingabe- als auch Ausgabeneu-
ronen.

e [is gibt keine versteckten Neuronen.
e Jedes Neuron erhalt seine Eingaben von allen anderen Neuronen.

e Ein Neuron ist nicht mit sich selbst verbunden.

Die Verbindungsgewichte sind symmetrisch, d.h.

Vu,v € Uyu # v : Wyy = Wou-
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Hopfield-Netze

Die Netzeingabefunktion jedes Neurons ist die gewichtete Summe der Ausgaben aller
anderen Neuronen, d.h.

Vue U : fr(lgg(wu, in,) = wyin, = X wyyouty.
veU—{u}

Die Aktivierungsfunktion jedes Neurons ist eine Sprungfunktion, d.h.

1, falls net, > 0,,
—1, sonst.

Vue U : féé? (nety, 0y) =

Die Ausgabefunktion jedes Neurons ist die Identitat, d.h.

Vue U : f(ggt)(actu) = acty, .

Rudolf Kruse Neuronale Netze 194



Hopfield-Netze

Alternative Aktivierungsfunktion

1, falls mnety, >0,
Yu e U : féggt) (nety, Oy, acty) =4 —1, falls  nety, <6,
acty, falls nety, =26.

Diese Aktivierungsfunktion bietet einige Vorteile bei der spateren physikalischen In-
terpretation eines Hopfield-Netzes. Diese wird allerdings in der Vorlesung nicht weiter
genutzt.

Allgemeine GGewichtsmatrix eines Hopfield-Netzes

O wul’U/2 « o o wulun
W — th1U2 0 e fwuzun

wulun wulun o o o O
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Hopfield-Netze: Beispiele

Sehr einfaches Hopfield-Netz

U
] (0) Yl
1< >1
9 (0) Y2

uz

|
—

0 1
L 0

Das Verhalten eines Hopfield-Netzes kann von der Update-Reihenfolge abhangen.

e Die Berechnungen konnen oszillieren, wenn Neuronen synchron aktualisiert wer-

den.

e Die Berechnung konvergiert immer, wenn die Neuronen asynchron in fester Rei-

henfolge aktualisiert werden.

Rudolf Kruse
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Hopfield-Netze: Beispiele

Parallele Aktualisierung der Neuronenaktivierungen

Eingabephase | —1 1
Arbeitsphase 1| -1

—1 1
1| -1
—1 1
1| -1
—1 1

e Die Berechnungen oszillieren, kein stabiler Zustand wird erreicht.

e Die Ausgabe hangt davon ab, wann die Berechnung abgebrochen wird.
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Hopfield-Netze: Beispiele

Sequentielle Aktualisierung der Neuronenaktivierungen

ui u2
Eingabephase | —1 1 Eingabephase
Arbeitsphase 1 1 Arbeitsphase
1 1
1 1
1 1
o Aktivierungsreihenfolge wi, uo, uy, ... bzw. u9, uy, uy, ...

e Unabhangig von der Reihenfolge wird ein stabiler Zustand erreicht.

e Welcher Zustand stabil ist, hangt von der Reihenfolge ab.

Rudolf Kruse
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uyp | U
—1 1
-1 ] -1
—-1] -1
—1 ] -1
—-1] -1
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Hopfield-Netze: Beispiele

Vereinfachte Darstellung eines Hopfield-Netzes

L1

Y1

1\ J1\2 HON
b 2 1%1 . 2 >@W o

O — O
— O
G e \)

ug@ 1

Y3

e Symmetrische Verbindungen zwischen Neuronen werden kombiniert.

e Eingaben und Ausgaben werden nicht explizit dargestellt.
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Hopfield-Netze: Zustandsgraph

Graph der Aktivierungen und Uberginge

@0

\

u us

\

@D

(Zustandsgraph zum Netz auf der vorherigen Folie, Erlauterung néchste Folie)
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Hopfield-Netze: Zustandsgraph

Graph der Aktivierungen und Uberginge

o +/-: Aktivierung der Neuronen (+ entspricht +1, — entspricht —1)

e Pfeile: geben die Neuronen an, deren Aktualisierung zu dem jeweiligen Zustand-
sibbergang fihrt

e orau unterlegte Zustande: stabile Zustande

e beliebige Aktualisierungsreihenfolgen ablesbar

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Hopfield-Netze: Konvergenz der Berechnungen

Konvergenztheorem: Wenn die Aktivierungen der Neuronen eines Hopfield-Netzes
asynchron (sequentiell) durchgefithrt werden, wird ein stabiler Zustand nach einer
endlichen Anzahl von Schritten erreicht.

Wenn die Neuronen zyklisch in einer beliebigen, aber festen Reihenfolge durchlaufen
werden, sind hochstens n-2" Schritte (Aktualisierungen einzelner Neuronen) notwendig,
wobei n die Anzahl der Neuronen im Netz ist.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe einer Energiefunktion.

Die Energiefunktion eines Hopfield-Netzes mit n Neuronen uy, ..., uy ist
1
E = —5 act' Wact + 0 Lact
1

2 wwelutv uel
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Hopfield-Netze: Konvergenz

Man betrachte die Energieanderung die aus einer aktivierungsandernden Aktualisierung
entsteht:

AE = E(neW) _ E(Old) _ ( . Z{ }wuv actgbnew) acty +0y aCt&neW))
velU—{u
— ( — X wy act?(fld) acty +0y act?(fld) )
veU—{u}
_ (old) _ . i(new) B
<actu acty, ) (veUX—:{u} Wy aCty HU).
= nety,

° net%b < 0, Zweiter Faktor kleiner als 0.

actunew) = —1 and actr(uo}d) = 1, daher erster Faktor grofler als 0.

Ergebnis: AE < 0.

® net, > 0,: Zweiter Faktor grofler als oder gleich 0.

actr(unew) =1 und act&dd) = —1, daher erster Faktor kleiner als 0.

Ergebnis: AE < 0.
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Hopfield-Netze: Konvergenz

Hochstens n - 2" Schritte bis zur Konvergenz:
e die beliebige, aber feste Reihenfolge sorgt dafiir, dass alle Neuronen zyklisch durch-
laufen und neuberechnet werden
o a) es andert sich keine Aktivierung — ein stabiler Zustand wurde erreicht
o b) es dndert sich mindestens eine Aktivierung: dann wurde damit mindestens
einer der 2" moglichen Aktivierungszustande ausgeschlossen.

e Ein einmal verlassener Zustand kann nicht wieder erreicht werden (siehe vorherige
Folien).

e D.h. nach spétestens 2" Durchldufen durch die n Neuronen ist ein stabiler Zustand
erreicht.
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Hopfield-Netze: Beispiele

Ordne die Zustande im Graphen entsprechend ihrer Energie

E /\;
- D—C P

Energiefunktion fiir das Beispiel-Hopfield-Netz:

B = —acty acty, —2acty, acty; — acty, acty;, .
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Hopfield-Netze: Beispiele

Der Zustandsgraph muss nicht symmetrisch sein
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Rudolf Kruse Neuronale Netze



Hopfield-Netze: Physikalische Interpretation

Physikalische Interpretation: Magnetismus

Ein Hopfield-Netz kann als (mikroskopisches) Modell von Magnetismus gesehen werden
(sogenanntes Ising-Modell, [Ising 1925]).

Rudolf Kruse

physikalisch neuronal

Atom Neuron
Magnetisches Moment (Spin) Aktivierungszustand
Starke des aufleren Magnetfeldes Schwellenwert
Magnetische Kopplung der Atome Verbindungsgewichte
Hamilton-Operator des Magnetfeldes Energiefunktion

Neuronale Netze



Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Idee: Nutze stabile Zustande, um Muster zu speichern

Zuerst: Speichere nur ein Muster @ = (actq(fl), . ,actq(f)z)T e{-1,1}" n>2,

d.h. finde Gewichte, so dass der Zustand ein stabiler Zustand wird.

Notwendige und hinreichende Bedingung;:

S(Wx —0 ) ==,
wobel

S:R" — {-1,1}",

r — vy
mit

1, fallsz; >0,

Vi € {1,,71} - Y = —1, sonst.
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Falls @ = 0, dann kann eine passende Matrix W leicht berechnet werden. Es reicht
eine Matrix W zu finden mit

Wz =cx mitceR"
Algebraisch: Finde eine Matrix W die einen positiven Eigenwert in Bezug auf a hat.

Wahle

W=zzx! - E
wobei zx 1 das sogenannte duBlere Produkt von & mit sich selbst ist.

Mit dieser Matrix erhalten wir

Wz = (wa)w—Eg ) z(xle)—o
- =|x |?=n

= nr—x = (n—1)x.
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Hebb’sche Lernregel [Hebb 1949

In einzelnen Gewichten aufgeschrieben lautet die Berechnung der Gewichtsmatrix wie
folgt:

0, fallsu=wv,
Wy = 1, falls u # v, act&p ) = actq(f),
—1, sonst.

e Urspriinglich von biologischer Analogie abgeleitet.

e Verstarkt Verbindungen zwischen Neuronen, die zur selben Zeit aktiv sind.

Diese Lernregel speichert auch das Komplement des Musters:

Mit  Wx=(n—1)x  ist daherauch W(—x)=(n—1)(—x).

Rudolf Kruse Neuronale Netze 210



Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Speichern mehrerer Muster

Wahle

m m T

1=1 1=1 ;@’

m
= (il a:l(a:ZT:c])) — mx;
Wenn die Muster orthogonal sind, gilt
7. |0, falls 7 # 7,
iy = n, falls =7,

und daher

W:IZ] = (n — m)w]

Rudolf Kruse Neuronale Netze 211



Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Speichern mehrerer Muster
Ergebnis: So lange m < n, ist @, ein stabiler Zustand des Hopfield-Netzes.

Man beachte, dass die Komplemente der Muster ebenfalls gespeichert werden.

Mit ~ Wz =(n—m)x; istdaherauch  W(—z;) = (n—m)(—x;).

Aber: die Speicherkapazitat ist verglichen mit der Anzahl moglicher Zustande sehr
klein (2'").
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Nicht-orthogonale Muster:

m
T
Wx; = (n—m)x; + El x;(x; ;).
i)

“Storterm”

® p; kann trotzdem stabil sein, wenn n—m > 0 gilt und der “Storterm™ hinreichend
klein ist.

e Dieser Fall tritt ein, wenn die Muster “annahernd” orthogonal sind.

e Je grofler die Zahl der zu speichernden Muster ist, desto kleiner muf3 der Storterm
seln.

e Die theoretische Maximalkapazitat eines Hopfield-Netzes wird praktisch nie er-
reicht.
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Assoziativspeicher: Beispiel

Beispiel: Speichere Muster @ = (+1,+1, =1, —=1) " und &9 = (=1, 41, —1,+1) "

W = W1 + WQ — 21312131T + CBQCBQT — 2K

wobei
o 1 —1 -1 0o -1 1 -1
1 0 —1 -1 -1 0 -1 1
Wi=l_1 1 o 1 Wo=1 1 21 0 -
-1 -1 1 0 -1 1 -1 0
Die vollstandige Gewichtsmatrix ist:
0O 0 0 =2
0O 0 -2 0
W= 0O —2 0 0
-2 0 0 0
Daher ist
Wz = (42,42, -2,-2)  wd Wz = (=2,42,-2,42) .
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Beispiel: Speichere Bitmaps von Zahlen

e [Links: Bitmaps, die im Hopfield-Netz gespeichert sind.

e Rechts: Rekonstruktion eines Musters aus einer zufalligen Eingabe.



Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Trainieren eines Hopfield-Netzes mit der Delta-Regel

Notwendige Bedingung, dass ein Muster & einem stabilen Zustand entspricht:

() P g, ) = act?)

S(O + Wyqug aCtUQ + ...+ Wyquy, actun
S<wu2u1 aCtgbzgl) +0 + ...+ Wuoup, act&];) — 6%2) — act,&pz)’

(p) (p)

(Wi uq actq(ﬁ) + Wy aCtuy + ... +0

mit der standardméafiigen Schwellenwertfunktion

(z) = 1, falls x>0,
ST 210 sonst.

Y
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Hopfield-Netze: Assoziativspeicher

Trainieren eines Hopfield-Netzes mit der Delta-Regel

Uberfiithre Gewichtsmatrix in einen Gewichtsvektor:

w = ( Wurugy Wuquss - -5 Wujup,
Wugugs - -5 Wugup,
wUn_1Un7
_eul, _H’U/27 e ey _gun >.

Konstruiere Eingabevektoren fir ein Schwellenwertelement

uj u3

n — 2 Nullen n — 2 Nullen

2o = (act?), 0,...,0, actit) .. actl? .01, 0,...,0 )

Wende die Deltaregel aut diesen Gewichtsvektor und die Eingabevektoren an, bis sich
Konvergenz einstellt.
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Nutze Energieminimierung, um Optimierungsprobleme zu losen

Allgemeine Vorgehensweise:

e Transformiere die zu optimierende Funktion in eine zu minimierende.

e Transformiere Funktion in die Form einer Energiefunktion eines Hopfield-Netzes.
e Lies die Gewichte und Schwellenwerte der Energiefunktion ab.

e Konstruiere das zugehorige Hopfield-Netz.

e [nitialisiere das Hopfield-Netz zufallig und aktualisiere es solange, bis sich Konver-
genz einstellt.

e Lies die Losung aus dem erreichten stabilen Zustand ab.

e Wiederhole mehrmals und nutze die beste gefundene Losung.
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Hopfield-Netze: Aktivierungstransformation

Ein Hopfield-Netz kann entweder mit Aktivierungen —1 und 1 oder mit Aktivierungen
0 and 1 definiert werden. Die Netze konnen ineinander umgewandelt werden.

Von acty € {—1,1} in acty, € {0,1}:

wgw = 2wy, und
) = 0, + X wy,
velU—{u}
Von acty, € {0,1} in acty, € {—1,1}:
1
Wy éwgv und
_ 1
Hu — 82_ a 2 wgv
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Kombinationslemma: Gegeben seien zwei Ho;ﬁeld Netze auf derselben Menge U

(1) )

Neuronen mit Gewichten wqy, Schwellenwerten 6y’ und Energiefunktionen

1
b, = ~3 > > &3 acty acty + X (9( 1) acty,
uelU veU—{u} uelU

1 = 1,2. Weiterhin sei a,b € IR. Dann ist E = aFq 4+ bE> die Ener(gi)efunktéo)n des
1 2

Hopfield-Netzes aut den Neuronen in U das die Gewichte wyy = awyy + bwyy und
die Schwellenwerte 6,, = a@z(}) -+ 69&2) hat.

Beweis: Einfach Berechnungen durchfiithren.

Idee: Zusatzliche Bedingungen konnen separat formuliert und spater mit einbezogen
werden.
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Beispiel: Problem des Handlungsreisenden
(TSP — Traveling Salesman Problem)

Idee: Stelle Tour durch Matrix dar.

Stadt

@__@ 1 2 3 4

»

BO—O

Ein Element m;; der Matrix ist 1 wenn die i-te Stadt im j-ten Schritt besucht wird
und 0 sonst.

Schritt

_ O O O
O R, O O
= W N =

o O O =
O O~ O

Jeder Matrixeintrag wird durch ein Neuron reprasentiert.

Rudolf Kruse Neuronale Netze
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Minimierung der Tourlange

n
Eq P>

L jo=11

|
M3
I M

; : djyjo = Mgy M (i mod n)+1,jo-

Doppelsumme iiber die benotigten Schritte (Index 7):

El: Z Z d-5 "m"'m"7
, (i1.71)€{1,....n}2 (ig.jo)€{1,...n}2 Jij2 " (ip mod n)+1yg " Tirg1 T P22
wobel
5. — 1, falls a=0b,
ab = 0, sonst.

Symmetrische Version der Energiefunktion:

El _ _5 o Z _2d]1]2 (5(21m0d n)+1,22+ 62'1’(7:2m0d n)+1> . miljl- m’l;QjQ.
(i1,51)€{1,....,n}
(i2,52)€{1,...n}?
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Zusatzliche Bedingungen, die erfiillt werden miissen:

e Jede Stadt wird in genau einem Schritt der Tour besucht:

\V/]E{].,,TL} g:lmw:].,
1=

d.h. jede Spalte der Matrix enthalt genau eine 1.

e In jedem Schritt der Tour wird genau eine Stadt besucht:

ViE{l,...,’n}: gmi]‘:L
7=1
d.h. jede Zeile der Matrix enthalt genau eine 1.

Diese Bedingungen werden erfiillt durch zusatzlich zu optimierende Funktionen.
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Formalisierung der ersten Bedingung als Minimierungsproblem:

% n n 2 n
Ey = Y || X M j —2 ¥ ’mz'j—l-l
J=1\\i=1 1=1
n n n n
= 2 || X milj) (.Z mizj) —2 3 my; + 1)
7=1\\11=1 19=1 1=1
n n n n n
= XXX My jMyyj — 2> X m;; +n.
1=111=119=1 7=11=1
Doppelsumme tiber benétigte Stadte (Index 7):
Ey = > b Ofyjo * Miyjy * Migjy =2 X Mjj.

(i1,51)€{1,....,n}2 (i9,52)€{1,...,n}2 (i,5)€{1,....n}?
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Sich ergebende Energiefunktion:

By = —3 2 —20jyjo  Miyjy * Migjy + > —2mi;
2 (i1,51)€{1,...n)2 (i,5)€l1,...,n)2
(i9,j2)€{1,....n}?

Die zweite zusatzliche Bedingung wird analog gehandhabt:
Es = —— > —20140 * Mjp i1 = Myjoio + > —2m;;.
2g)eftomy? R ape(tnyr

(i9,j2)€{1,...n}?

Kombinieren der Energiefunktionen:

E=aFB, +bBEy+cE;  wobei =52 max d

. . 172
a a (71.42)€{1,-..,n}?
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Hopfield-Netze: Losen von Optimierungsproblemen

Aus der resultierenden Energiefunktionen konnen wir die Gewichte

Wiy, g1)(i.g2) — —adyj, j, - <5(i1m0d n)+1,ip T 5i1,(i2mod n)+1> —2b0j, 4, —2¢0; 4,
von fq von Fo von Fy

und die Schwellenwerte:

6’(-

ip= Qo Z2b Z2¢ =-2(b+¢)

von f1 von E9 von i
ablesen.

Problem: die zufallige Initialisierung und die Aktualisierung bis zur Konvergenz fithren
nicht immer zu einer Matrix, die tatsachlich eine Tour reprasentiert, geschweige denn
eine optimale Tour.
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