Allgemeine multilineare Regression

Im allgemeinen Fall der multilinearen Regression (Funktion mit m Argu-
menten) ist ein Datensatz ((11,..., Tm1,Y1), -+, (Tniy- -« Tnm, Yn)) (oder
auch dargestellt als ((Z1,y1), ..., (Zn,Yn)) mit einem Eingabevektor Z; und
der zugehorigen Ausgabe y;, 1 < i < n) gegeben, fiir den eine lineare Aus-
gleichsfunktion

m
y=flz1,...,2m) :a0—|—2akxk
k=1

gesucht ist. Zur Ableitung der Normalgleichungen stellt man in diesem Fall
das zu minimierende Funktional bequemer in Matrixform dar, ndmlich als

F@@) = (Xa-9 " (Xa-7p),

wobei
1 z11 ... Tim Y1
X=1": und y=
1 zp1 ... ZTom Yn
den Datensatz wiedergeben und a@ = (ag,aq, ... ,am)T der Vektor der zu

bestimmenden Koeffizienten ist.! (Man beachte, da die Einsen in der er-
sten Spalte der Matrix X dem Koeffizienten ag zugehoren.) Wieder ist eine
notwendige Bedingung fiir ein Minimum, dal die partiellen Ableitungen
nach den Koeffizienten a, 0 < k < m, verschwinden, was wir mit Hilfe des
Differentialoperators V (gesprochen: nabla) schreiben kénnen als
d 0 0] 0 o
V; F(ad) = =F(@) = =—F(d),=—F(),..., —F(d) ) =0.
(@) = 5@ = (G F(@. e F(@.es 5o F@))
Die Ableitung 148t sich am leichtesten berechnen, wenn man sich klar macht
(wie man durch elementweises Ausschreiben leicht nachrechnet), dafi sich
der Differentialoperator

o 0 0
Vz_i_ ((?ao’aal”(%n>

formal wie ein Vektor verhélt, der von links an die Summe der Fehlerqua-
drate , heranmultipliziert wird. Alternativ kann man die Ableitung kompo-
nentenweise ausschreiben. Wir verwenden hier jedoch die erstere, wesentlich

1T bedeutet die Transponierung eines Vektors oder einer Matrix, also die Vertau-
schung von Zeilen und Spalten.



bequemere Methode und erhalten

0 = Vi(Xdi-7)'(Xd—7)
= (Va(Xd—9) (Xa—g)+((Xa-g)" (Va(Xa-7))"
= (Va(Xd—9)" (Xa—9)+ (Vs (Xa—7)) (Xa-7)
= 2XT(Xa -7

woraus sich unmittelbar das System
X'Xi=X"Tyg

der Normalgleichungen ergibt. Dieses System ist offenbar 16sbar, wenn X ' X
invertierbar ist. Dann gilt

a=(X"X)"'XTq.

Den Ausdruck (XTX) !XT nennt man auch die (Moore-Penrose-) Pseu-
doinverse der Matrix X [Albert 1972]. Mit ihr kann man unmittelbar die
Losung der Regressionsaufgabe angeben.

Es diirfte klar sein, daf} sich die Methode der kleinsten Quadrate auch
auf Polynome in mehreren Variablen erweitern ldft. Am einfachsten geht
man dabei ebenfalls von der oben verwendeten Matrixdarstellung aus, wo-
bei man in die Matrix X als Eingangsgréfien auch die zu verwendenden
Potenzprodukte der unabhingigen Variablen eintrigt. Die Ableitung der
Normalgleichungen kann dann einfach iibernommen werden.



